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LE MATEMATICHE
Vol. LXI (2006) - Fasc. II, pp. 275-286

SUR LES IDÉAUX D’UNE ALGÉBRE

DE BEURLING GÉNÉRALISÉE

ABDELLAH EL KINANI

In this paper, we characterize the closed ideals of the locally m-convex

algebra L
p
�(Rn), where � =

�
(1 + �x�2)s : s >

n(p − 1)

2

�
and p ∈]1,+∞[,

as the linear closed subspaces that are invariant under translation. We also
give a weighted algebra analogues of the classical theorems of N. Wiener and
P. Lévy on absolutely convergent Fourier series. A couple of other properties
of the convex hull of an ideal in L

p
�(Rn) are also proved.

Mots-clés: Algèbre localement m-convexe commutative, produit de convolution,
poids sur Rn , transformation de Fourier, idéal d’une algèbre, théorème de
Wiener, théorème de Lévy, théorème tauberien de Wiener.

1. Préliminaires et introduction.

Soit (E, τ) un espace localement convexe et (|.|λ)λ∈� une famille de
semi-normes définissant sa topologie τ . Si E est muni d’une structure
d’algèbre telle que |xy|λ ≤ |x |λ|y|λ, pour tous x, y ∈ E et tout λ ∈ �,
on dit que (E, τ) est une algèbre multiplicativement convexe (a.l.m.c. en
abrégé). Ces algèbres ont été étudiées par R. Arens ([1], E. A. Michaël
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([13]) et d’autres auteurs. Pour λ ∈ �, on désigne par Eλ = E/K er |.|λ,
où K er |.|λ = {x ∈ E : |x |λ = 0}, l’algèbre quotient de E par K er |.|λ
et πλ: E −→ E/K er |.|λ la surjection canonique. Pour x ∈ E , la classe
πλ(x) de x sera notée xλ. On munit Eλ de la norme �.�λ définie par
�xλ�λ = |x |λ. Soit �Eλ l’algèbre complétée, pour �.�λ, de Eλ. La norme
de �Eλ sera encore notée �.�λ. Si E est séparée et complète, alors E
est algèbriquement et topologiquement isomorphe à la limite projective
d’algèbres de Banach �Eλ.

Soit G un groupe localement compact commutatif muni d’une mesure
de Haar notée dµ. Dans [2] et [3], A. Beurling a initié l’étude de la
théorie des sous-algèbres de L1(G, dµ) qui sont de la forme L 1(G, dν),
où dν est une mesure plus grande que dµ. De telles algèbres sont dites
de Beurling. Soit ω un poids sur G c’est à dire une application continue
ω: G −→]0,+∞[ avec ω(t) ≥ 1 pour tout t ∈ G et ω(ts) ≤ ω(t)+ω(s)
pour tout s, t ∈ G . L’algèbre (L 1(G, ωdµ), �.�ω), où

L1(G, ωdµ) =
�

f ∈ L1(G, dµ):

�

G

| f (t)|ω(t)dµ < +∞
�

et

� f �ω =

�

Rn
| f (t)|ω(t)dµ, pour tout f ∈ L 1(G, ωdµ)

constitue un exemple classique d’algèbre de Beurling. Pour p ∈]1,+∞[,
les espaces L p(Rn, dx), notés simplement L p(Rn), où dx est la mesure
de Lebesgue, ne sont pas des algèbres pour les produits ordinaire et de
convolution. Pour 1 < p < +∞ et s >

n(p−1)
2 , on considère la famille de

poids, qui intervient dans l’étude des espaces de Schwartz et de Sobolev,
suivante

� =
�
ωs: s >

n(p − 1)

2

�
, où ωs(x) = (1 + �x�2)s .

On définit les espaces fonctionnels suivants:

L p
s (Rn) = { f : Rn −→ C : f mesurable et | f |pωs ∈ L1(Rn)}

et

L
p
�(Rn) = { f:Rn −→ C: f mesurable et | f |pω ∈ L1(Rn),

pour tout ω ∈ �}.

L’espace L
p
s (Rn) est un espace de Banach pour la norme �.�s donnée
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par

� f �s =
� �

Rn
| f (x)|pωs(x)dx

� 1
p
, pour tout f ∈ L p

s (Rn)

et son dual s’identifie à l’espace L
q
s�(Rn), où s � = −

q

p
s et

1

p
+

1

q
= 1.

Comme la fonction x �−→ ω
1

1−p
s (x) appartient à L1(Rn) vu que s >

n(p − 1)

2
, on voit que L

p
�(Rn) ⊂ L1(Rn). De plus, par la proposition 2.1

de [7], l’espace (L
p
�(Rn), (�.�s)s) est une a.l.m.c. complète. Les algèbres

convolutives (L
p
�(Rn), (�.�s)s) seront dites de Beurling généralisées. Dans

toute la suite, nous ne ferons pas de différence entre deux fonctions égales
presque partout. Pour f ∈ L 1(Rn), F f désignera la transformation de
Fourier de f , i.e.,

F f (x) =

�

Rn
f (y)e−2π i xydy, pour tout x ∈ Rn .

On désignera par D(Rn) (resp. S(Rn)) l’espace des fonctions complexes
indéfiniment dérivables sur Rn à support compact (resp. indéfiniment
dérivables sur Rn à décroissance rapide ainsi que leurs dérivées de tout
ordre).

Dans ce papier, nous étudions les idéaux de l’algèbre (L
p
�(Rn),

(�.�s)s). Nous établissons d’abord (Proposition 2.1) un théorème du
type Gelfand Naı̈mark dans (L

p
�(Rn), (�.�s)s) à savoir que L

p
�(Rn)

est algébriquement isomorphe à une sous-algèbre séparante de l’algèbre
C0(Rn) des fonctions complexes continues qui s’annullent à l’infini sur
Rn . Ensuite, Nous montrons (proposition 3.1) qu’un sous espace vectoriel
fermé I de L

p
�(Rn) est un idéal si, et seulement, si I est stable par les

translations. Puis, nous obtenons (Proposition 3.4 et Proposition 3.5),
dans l’algèbre L

p
�(Rn), les analogues des théorèmes de N. Wiener et

de P. Lévy. Par ailleurs, nous prouvons (proposition 3.7) que, pour idéal
I de L

p
�(Rn), son enveloppe coSp(I ) est égal à E si, et seulement, si

K (E) ⊂ I ⊂ I (E), où E est un ensemble fermé de Rn et I (E) (resp.
K (E)) l’idéal des f ∈ L

p
�(Rn) telles que F f s’annule sur E (resp. F f

est à support compact disjoint de E ). Enfin, nous obtenons (proposition
3.8) un théorème taubérien du type Wiener qui dit que, pour qu’un idéal
I de L

p
�(Rn) soit dense, il faut et il suffit que coSp(I ) soit vide.
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2. Théorème du type Gelfand Naı̈mark dans (L
p
�(Rn), (�.�s)s).

Soit M(L
p
�(Rn)) (resp. M(L

p
s (Rn))) l’ensemble des caractères con-

tinus non nuls de L
p
�(Rn) (resp. de L

p
s (Rn)). Comme

lim
−→s

L p
s (Rn) = L

p
�(Rn),

le lemme 6.3 de [12, p. 172] montre que

M(L
p
�(Rn)) = lim

←−s
M(L p

s (Rn)).

Par conséquent

M(L
p
�(Rn)) =

�

s

M(L p
s (Rn)).

Désignons par Ms l’ensemble des caractères non nuls de L
p
s (Rn) et soit

λ ∈ Rn . Pour toute f ∈ L
p
s (Rn), posons

σλ( f ) = F f (λ) =

�

Rn
f (x)e−2π iλxdx .

Il est clair que σλ ∈ Ms et que l’application λ �−→ σλ est une application
injective de Rn sur Ms . Cette application est en fait un homéomorphisme
de Rn sur Ms (cf. [6], proposition 2.2). Ainsi, par cette bijection, la
transformation de Gelfand s’identifie avec la transformation de Fourier
F . Par ailleurs, par ([13], Corollary 5.5, p. 19), on a

Rad(L
p
�(Rn)) = { f ∈ L

p
�(Rn):χ( f ) = 0, ∀χ ∈ M(L

p
�(Rn))}

= { f ∈ L
p
�(Rn):F f (x) = 0, ∀x ∈ Rn}

= {0}.

Ainsi l’algèbre L
p
�(Rn) est semi-simple. De plus, elle est commutative et

non unitaire. On a alors le théorè me du type Gelfand Naı̈mark suivant.

Proposition 2.1. Soient p ∈]1,+∞[ et s >
n(p − 1)

2
. Alors l’algèbre

L
p
�(Rn) est algébriquement isomorphe à une sous-algèbre séparante de

l’algèbre C0(Rn) des fonctions complexes continues qui s’annullent à
l’infini sur Rn .

Preuve. Par le théorème du type Gelfand Naı̈mark ([13], proposition
8.1, p. 31), la transformation de Gelfand

G: L
p
�(Rn) −→ C0(M(L

p
�(Rn)))
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définie par G( f ):χ �−→ χ( f ) est un morphisme d’algèbre. De plus
kerG = {0} vu que l’algèbre L

p
�(Rn) est semi-simple. Ainsi l’application

G est algébriquement isomorphe à l’algèbre séparante G(L
p
�(Rn)) contenue

dans C0(Rn) car M(L
p
�(Rn)) est homéomorphe à Rn .

Remarque 2.2. Pour l’algèbre L
p
�(Rn), la transformation de Gelfand

est exactement la transformation de Fourier F . Il en résulte que la
proposition 2.1 contient en particulier le théorème de Riemann Lebesque
selon lequel la transformation de Fourier d’une fonction f ∈ L 1(Rn) est
une fonction continue, sur Rn , tendant vers zéro à l’infini.

3. Idéaux de l’algèbre à poids L
p
�(Rn).

Comme dans le cas classique, l’espace S(Rn) s’injecte continûment
dans L

p
�(Rn) et S(Rn) est dense dans L

p
�(Rn). De plus, l’espace

F [D(Rn)] est dense dans S(Rn) vu que D(Rn) est dense dans S(Rn).
Il s’ensuit que F [D(Rn)] est dense dans L

p
�(Rn) car S(Rn) est dense

dans L
p
�(Rn) et la topologie de S(Rn) est plus fine que celle induite par

L
p
�(Rn). Par ailleurs, l’algèbre non unitaire (L

p
�(Rn), (�.�s)s) est à unité

approchée bornée. En effet soit θ ∈ D(Rn) telle que

supp θ ⊂ B(0, 1) et

�

Rn
θ(x)dx = 1;

et soit (ej)j ⊂ D(Rn) définies par

ej(x) = ( j + 1)nθ [( j + 1)x].

Alors (ej)j est une unité approchée bornée de Cc(Rn). Et comme l’espace
Cc(Rn) des fonctions continues à support compact, dans Rn , est dense
dans L

p
�(Rn), (ej)j est aussi une unité approchée bornée de L

p
�(Rn).

Un sous espace vectoriel fermé I de L1(Rn) est un idéal si, et
seulement, s’il est stable par les translations. Ce résultat reste encore
valable dans l’espace à poids L

p
�(Rn) comme le montre ce qui suit.

Proposition 3.1. Pour un sous espace vectoriel fermé I de L
p
�(Rn), les

deux assertions suivantes sont équivalentes:

1) I est un idéal de L
p
�(Rn).

2) a f ∈ I , pour tous f ∈ I et a ∈ Rn , où a f (x) = f (x − a), pour
tout x ∈ Rn .
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Preuve. 1)�⇒ 2). Soient f ∈ I et a ∈ Rn . On a a f = lim
j→∞

ej ∗a f ,

dans L
p
�(Rn). Par ailleurs, on a ej ∗a f =a ej ∗ f ∈ I d’aprés 1). Donc

a f ∈ I car I est fermé.

2) �⇒ 1). Soit f ∈ I et g ∈ L
p
�(Rn); et soit L une forme

linéaire continue L sur L
p
�(Rn) qui s’annule sur I . On va montrer que

L( f ∗g) = 0; ceci exige que f ∗g ∈ I , par le théorème de Hahn-Banach.
D’aprés ([9], p. 290), le dual topologique de L

p
�(Rn) est la limite inductive

des espaces L
q
s�(Rn). Il existe alors ϕ ∈ L

q
s�(Rn) tel que

L(ψ) =

�

Rn
ψ(x)ϕ(x)dx , pour tout h ∈ L p

s (Rn).

Posons f̌ (x) = f (−x), pour tout x ∈ Rn . Comme f̌ ∗ϕ(x) = L(x f ) = 0,
pour tout x ∈ Rn car x f ∈ I et L s’annule sur I, on a f̌ ∗ ϕ = 0. Il
s’ensuit que

L(g ∗ f ) =

�

Rn

�

Rn

g(x − y) f (y)ϕ(x)dxdy =

�

Rn

g(t) f̌ ∗ ϕ(t)dt = 0.

Proposition 3.2. Soit I un idéal fermé non trivial de L
p
�(Rn) et soit Is ,

l’adhérence de I dans (L
p
s (Rn), �.�s). Alors I =

�

s

Is .

Preuve. Posons J =
�

s

Is . Il est clair que I ⊂ J . Pour l’autre

inclusion, montrons que I ⊥ ⊂ J⊥ , où

I⊥ = {g ∈ [L
p
�(Rn)]∗: �g, f � = 0, pour tout f ∈ I }

et

[L
p
�(Rn)]∗ =

�

s

L
q
s�(Rn)

désigne le dual de L
p
�(Rn). Soit g ∈ I ⊥ . Il existe alors s >

n(p − 1)

2
tel que g ∈ L

q
s�(Rn). Ceci entraı̂ne que g ∈ I ⊥

s car I est dense dans I⊥
s

pour la norme �.�s et g est continue. Or I ⊥
s ⊂ J⊥ car J ⊂ Is , donc

g ∈ J⊥.

Posons

� = { f ∈ L
p
�(Rn) : suppF f est compact}.
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Il est clair que � est un idéal de L
p
�(Rn). De plus, il est dense dans

L
p
�(Rn) car F [D(Rn)] ⊂ �. Plus généralement, on a ce qui suit.

Proposition 3.3. Pour tout idéal I de L
p
�(Rn), l’idéal I ∩ � est dense

dans I .

Preuve. Soit f ∈ I\{0} et soit ε > 0. Il existe ϕ ∈ L
p
�(Rn) telle

que � f − f ∗ ϕ�s ≤
ε

2
, pour tout s >

n(p − 1)

2
. D’aprés ce qui précéde,

il existe ψ ∈ � telle que �ϕ − ψ�s ≤
ε

2� f �s
. Alors f ∗ ψ ∈ I ∩ � et

� f − f ∗ ψ�s ≤ ε car

� f − f ∗ ψ�s ≤ � f − f ∗ ϕ�s + � f ∗ (ϕ − ψ)�s ≤ ε.

Si f ∈ L
p
�(Rn), notons Z( f ) = {λ ∈ Rn:F f (λ) = 0}. Soit I

un idéal de L
p
�(Rn). On appelle enveloppe de I ou cospectre de I

et on note coSp(I ) l’ensemble (fermé de Rn) des zéros communs aux
transformées de Fourier de toutes les fonctions appartenant à I. i.e.,
coSp(I ) =

�
f ∈I Z( f ). Si I est la fermeture de I dans L

p
�(Rn), il est

alors clair que coSp(I ) = coSp(I ).

Soit
�

n∈Z

aneint une série de Fourier complexe absolument convergente.

Si la fonction f (t) =
�

n∈Z

aneint ne s’annule pas sur R, alors le théorème

classique de N. Wiener ([15]) dit que la fonction inverse
1

f (t)
se

développe, elle aussi, en série Fourier complexe absolument convergente.
Une autre preuve de ce résultat est découvete par I. M. Gelfand ([8]).
Elle est souvent citée comme l’un des premiers succés de la théorie
des algèbres de Banach. En fait, elle fait appel à l’algèbre de Banach
multiplicative et unitaire A définie par:

A =

�

f (t) =
�

n∈Z

aneint , t ∈ R:
�

n∈Z

|an| < +∞

�

.

Cette dérnière n’est autre que l’algèbre multiplicative et unitaire F (l 1(Z)).
Pour L

p
�(Rn), l’algèbre multiplicative F (L

p
�(Rn)) n’est pas unitaire.

Cependant, on a ce qui suit.

Proposition 3.4. (Analogue d’un théorème de N. Wiener). Soient K un
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compact de Rn et f ∈ L
p
�(Rn) telle que

F f (λ) �= 0, pour tout λ ∈ K .

Alors il existe g ∈ L
p
�(Rn) telle que,

F g(λ)F f (λ) = 1, pour tout λ ∈ K .

Preuve. Montrons tout d’abord que si I un idéal de L
p
�(Rn) tel que

coSp(I ) ∩ K = ∅. Alors il existe γ ∈ I telle que F γ (λ) = 1 pour tout
λ ∈ K . En effet soit C(K ) l’algèbre des fonctions continues sur K et
�: L

p
�(Rn) −→ C(K ) telle que �( f ) est la restriction à K de la fonction

F f . On munit B = �[L
p
�(Rn)] de produit ordinaire et la norme �.�B

donnée par

��( f )�B = sup
λ∈K

|F f (λ)|.

Ainsi (B, �.�B) est algèbre de Banach commutative. Soit θ ∈ L
p
�(Rn)

telle que F θ = 1 sur K . Alors e = �(θ) est l’élément neutre de B . Par
ailleurs, pour tout f ∈ L

p
�(Rn), on a

ρ( f ) = sup
χ∈M

|χ( f )| = sup
λ∈Rn

|F f (λ)| ≤ � f �s .

Donc

��( f )�B ≤ � f �s , pour tout f ∈ L
p
�(Rn).

Ainsi le morphisme � de l’algèbre L
p
�(Rn) sur B est continu. Montrons

que B = �(I ). Si �(I ) est un idéal propre de B , alors il est contenu dans
un idéal maximal M de B . Soit � un caractère de B tel que ker� = M .
Il s’ensuit que � ◦� est caractère non nul continu de L

p
�(Rn) . Il existe

alors λ0 ∈ Rn tel que

� ◦ �( f ) = F f (λ0), pour tout f ∈ L
p
�(Rn).

Soit f ∈ I . Comme � est nul sur �(I ), on a F f (λ0) = 0. Donc
λ0 ∈ coSp(I ). Mais aussi λ0 ∈ K , sinon prenons pour f une fonction
telle que F f (λ0) = 0 et F f (λ) = 1 sur K , on aurait 1 = �(e) =

� ◦ �( f ) = F f (λ0) = 0. Ainsi, on aurait λ0 ∈ coSp(I ) ∩ K , ce qui est
contraire à l’hypothèse. Montrons maintenant la proposition 3.4. Soit I
l’idéal de L

p
�(Rn) donné par

I = {h ∗ f : h ∈ L
p
�(Rn)}.

On a coSp(I ) = Z( f ). Donc coSp(I )∩K = ∅. D’aprés ce qui précedente,
il existe u = g ∗ f ∈ I telle que F u(λ) = 1 pour tout λ ∈ K .
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Soient maintenant K un compact de Rn , f ∈ L
p
�(Rn) et ϕ la

restriction à K de la fonction F f . Alors ϕ ∈ B = �[L
p
�(Rn)] et

SpBϕ = {F f (λ):λ ∈ K }.

Soit de plus F une fonction holomorphe sur un voisinage ouvert U de C
contenant SpBϕ et �0 un contour fermé contenu dans U et contenant SpBϕ

dans son intérieur. Alors l’élément F(ϕ) donné par le calcul holomorphe
classique ([4], Definition 3, p. 52):

F(ϕ) =
1

2π i

�

�0

F(z)(z − ϕ)−1dz

est un élément de l’algèbre B tel que F(ϕ) = F ◦ ϕ . Ainsi obtient-on
l’analogue du théorème de P. Lévy ([10] et [11]) comme suit.

Proposition 3.5. (Analogue d’un théorème de P. Lévy). Soient K un
compact de Rn , f ∈ L

p
�(Rn) et F une fonction holomorphe sur un

voisinage ouvert U de C contenant {F f (λ): λ ∈ K }. Alors il existe
h ∈ L

p
�(Rn) telle que

F(F f (λ)) = F h(λ), pour tout λ ∈ K .

Pour un ensemble fermé E de Rn , on pose

I (E) = { f ∈ L
p
�(Rn):F f = 0 sur E},

J (E)={ f ∈ L
p
�(Rn):F f = 0 sur un voisinage (variable avec f )deE},

K (E) = { f ∈ L
p
�(Rn): suppF f est compact et disjoint de E}.

Il est clair que I (E) est un idéal fermé de L
p
�(Rn) et que les

ensembles J (E) et K (E) sont des idéaux de L
p
�(Rn). De plus, on a le

résultat suivant.

Proposition 3.6. Soient E un ensemble fermé de Rn et I un idéal de
L

p
�(Rn). Les assertions suivantes sont équivalentes.

1) coSp(I ) = E.

2) K (E) ⊂ I ⊂ I (E).

Preuve. 1)�⇒2). Soit I un idéal de L
p
�(Rn) tel que coSp(I ) = E .

Alors I ⊂ I (E). Il reste à montrer que K (E) ⊂ I . Soit f ∈ K (E). Alors
K = suppF f est un compact disjoint de E . Donc coSp(I ) ∩ K = ∅.
D’aprés la première partie de la preuve de la proposition 3.4, il existe
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ϕ ∈ I telle que Fϕ(λ) = 1 pour tout λ ∈ K . Il s’ensuit que, pour tout
λ ∈ Rn , on a

F f (λ) = F f (λ)Fϕ(λ),

vu que les deux membres sont nuls en dehors de K . D’où f = f ∗ϕ ∈ I .

2)�⇒1). Soit I un idéal de L
p
�(Rn) tel que K (E) ⊂ I ⊂ I (E).

Comme I ⊂ I (E), on a

E ⊂ coSp(I (E)) ⊂ coSp(I ).

Par ailleurs, on a

coSp(K (E)) ⊂ E .

En effet si a /∈ E , il existe ψ ∈ D(Rn), à support disjoint de E et telle
que ψ(a) = 1. Donc

coSp(I ) ⊂ coSp(K (E)) ⊂ E;

et donc coSp(I ) = E .

Les idéaux J (E) et K (E) sont liés par l’égalité suivante

J (E) ∩ � = K (E).

Donc, par la proposition 3.3, K (E) est dense dans J (E). Ainsi J (E) et
K (E) ont la même adhérence dans L

p
�(Rn). Posons

I0(I ) = J (E) = K (E)

et en tenant compte de la proposition 3.6, on a ce qui suit:

Proposition 3.7. Soient E un ensemble fermé de Rn et I un idéal fermé
de L

p
�(Rn). Les assertions suivantes sont équivalentes.

1) coSp(I ) = E.

2) I0(I ) ⊂ I ⊂ I (E).

Le théorème taubérien de Wiener dit que si I est un idéal fermé de
L1(R) tel que coSp(I ) = ∅, alors I = L1(R). En effet coSp(I ) = ∅ est
équivalent au fait que I est non contenu dans le noyau d’aucun caractère
de L1(R). Ce qui signifie que l’algèbre quotient L 1(R)/I est radicale.
Soit maintenant I un idéal dense dans L

p
�(Rn). Alors, par la proposition

3.6, coSp(I ) = ∅. La réciproque est également vraie comme le montre
le résultat suivant.



SUR LES IDÉAUX D’UNE ALGÉBRE DE BEURLING GÉNÉRALISÉE 285

Proposition 3.8. (Analogue de théorème taubérien de N. Wiener). Pour
un idéal I de L

p
�(Rn), les assertions suivantes sont équivalentes.

1) I est dense dans L
p
�(Rn).

2) coSp(I ) = ∅.

Preuve. Il reste à montrer l’implication 2) �⇒ 1). Soit I un idéal
de L

p
�(Rn) tel que coSp(I ) = ∅. Alors

K (coSp(I )) = �,

où

� = { f ∈ L
p
�(Rn) : suppF f est compact}.

Par ailleurs, par la proposition 3.6, K (coSp(I )) ⊂ I c’est à dire � ⊂ I .
Or, par la proposition 3.3, � = L

p
�(Rn). D’où I = L

p
�(Rn).

En prenant pour I le sous espace vectoriel de L
p
�(Rn) engendré par

les translations de f . Alors I est aussi stable par les translations. C’est
donc un idéal par la proposition 3.1. De plus coSp(I ) = coSp(I ). Ainsi
obtient-on le résultat suivant.

Corollary 3.9. Soient f ∈ L
p
�(Rn) et

Tf = {a f : a ∈ Rn}.

Les assertions suivantes sont équivalentes.

1) Tf est un ensemble total dans L
p
�(Rn).

2) F f (λ) �= 0, pour tout λ ∈ Rn .
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