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SUR LES IDEAUX D’UNE ALGEBRE
DE BEURLING GENERALISEE

ABDELLAH EL KINANI

In this paper, we characterize the closed ideals of the locally m-convex

) , -1
algebra L (R"), where Q = {(1 + Ix12)¥:s > n(%)}
as the linear closed subspaces that are invariant under translation. We also
give a weighted algebra analogues of the classical theorems of N. Wiener and

P. Lévy on absolutely convergent Fourier series. A couple of other properties
of the convex hull of an ideal in Lg(R”) are also proved.

and p €]l1, 4o0[,

Mots-clés: Algebre localement m-convexe commutative, produit de convolution,
poids sur R", transformation de Fourier, idéal d’une algebre, théoreme de
Wiener, théoreme de Lévy, théoreme tauberien de Wiener.

1. Préliminaires et introduction.

Soit (E, T) un espace localement convexe et (|.|;),ca une famille de
semi-normes définissant sa topologie . Si E est muni d’une structure
d’algebre telle que |xy|, < |x|,|y|x, pour tous x,y € E et tout A € A,
on dit que (FE, t) est une algebre multiplicativement convexe (a.l.m.c. en
abrégé). Ces algebres ont été étudiées par R. Arens ([1], E. A. Michaél
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([13]) et d’autres auteurs. Pour A € A, on désigne par E, = E/Ker|.|;,
ol Ker|.|; = {x € E:|x|;, = 0}, I’algebre quotient de E par Ker|.|;
et m,: E —> E/Ker|.], la surjection canonique. Pour x € E, la classe
7, (x) de x sera notée x;. On munit E; de la norme ||.||; définie par
I x2]lx = |x]5. Soit E; I’algebre complétée, pour ||.||;, de E;. La norme
de E sera encore notée ||.||;. Si E est séparée et complete, alors E
est algebriquement et topologiquement isomorphe a la limite projective
d’algebres de Banach E,.

Soit G un groupe localement compact commutatif muni d’une mesure
de Haar notée du. Dans [2] et [3], A. Beurling a initié I’étude de la
théorie des sous-algebres de L'(G, du) qui sont de la forme L'(G, dv),
ol dv est une mesure plus grande que du. De telles algebres sont dites
de Beurling. Soit @ un poids sur G c’est a dire une application continue
w:G —>]0, +o0o[ avec w(t) > 1 pour tout ¢ € G et w(ts) < w(t)+w(s)
pour tout s, € G. L’alggbre (L'(G, wdp), ||.||.), ot

L'(Goodp) = | € L'(G.duy: [ 1f 000 < +oo
G
et
Ifllo= [ 1f®le(®)du, pour tout f € L'(G, wdpu)
R)‘l

constitue un exemple classique d’algebre de Beurling. Pour p €]1, 400,
les espaces LP(R", dx), notés simplement L”(R"), ol dx est la mesure
de Lebesgue, ne sont pas des algebres pour les produits ordinaire et de
convolution. Pour 1 < p < 400 et s > "(”—2_1), on considere la famille de
poids, qui intervient dans 1’étude des espaces de Schwartz et de Sobolev,
suivante

, ot wg(x) = (1 + [Ix]»°.

Q= {a)szs > @}

On définit les espaces fonctionnels suivants:

LP(R") = {f: R" —> C: f mesurable et | f|’w, € L'(R")}

et
LE(R") = {fR" —> C.f mesurable et |f|’w € L'(R"),
pour tout w € 2}.

L’espace LY (R") est un espace de Banach pour la norme ||.|, donnée
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par
1
171 = ([ 171w, dx). pour tout 1 € L2(RY
R}’l
1
et son dual s’identifie a I’espace LZ/(R"), ou s = _ﬁs et —4+—=1.
4 P 4q

1
Comme la fonction x —> «, ’(x) appartient 2 L'(R") vu que s >
np—1)
2

de [7], I’espace (Lg(R"), (II-lls)s) est une a.l.m.c. complete. Les algebres
convolutives (Lg(R"), (II-1ls)s) seront dites de Beurling généralisées. Dans
toute la suite, nous ne ferons pas de différence entre deux fonctions égales
presque partout. Pour f € L'(R"), ¥ f désignera la transformation de
Fourier de f, i.e.,

, on voit que LY (R") c L'(R"). De plus, par la proposition 2.1

Ffx)= | f(y)e *™dy, pour tout x € R".
Rn

On désignera par D(R") (resp. S(R")) I'espace des fonctions complexes
indéfiniment dérivables sur R" a support compact (resp. indéfiniment
dérivables sur R" a décroissance rapide ainsi que leurs dérivées de tout
ordre).

Dans ce papier, nous étudions les idéaux de l'algebre (L5 (R"),
(|I-lls)s)- Nous établissons d’abord (Proposition 2.1) un théoréme du
type Gelfand Naimark dans (L5 (R"), (||.lls)s) 2 savoir que LZ(R")
est algébriquement isomorphe a une sous-algebre séparante de 1’algebre
Co(R") des fonctions complexes continues qui s’annullent a I’infini sur
R". Ensuite, Nous montrons (proposition 3.1) qu’un sous espace vectoriel
fermé I de LS(R") est un idéal si, et seulement, si / est stable par les
translations. Puis, nous obtenons (Proposition 3.4 et Proposition 3.5),
dans I’algébre L5 (R"), les analogues des théorémes de N. Wiener et
de P. Lévy. Par ailleurs, nous prouvons (proposition 3.7) que, pour idéal
I de LS’-’Z(R"), son enveloppe coSp([) est égal a E si, et seulement, si
K(E) Cc I C I(E), ou E est un ensemble fermé de R" et I(E) (resp.
K(E)) I'idéal des f € Lg(R") telles que ¥ f s’annule sur E (resp. ¥ f
est a support compact disjoint de E). Enfin, nous obtenons (proposition
3.8) un théoreme taubérien du type Wiener qui dit que, pour qu’un idéal
I de Lg(R") soit dense, il faut et il suffit que coSp(I) soit vide.
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2. Théoréme du type Gelfand Naimark dans (L2 (R"), (|.lls)s)-

Soit M(LE(R™)) (resp. M(LY(R"))) I'ensemble des caracteres con-
tinus non nuls de L5 (R") (resp. de LY (R")). Comme

lim L?(R") = LE(R"),
le lemme 6.3 de [12, p. 172] montre que
M(LE(R™)) = lim M(LP(R")).

Par conséquent
MLE(R") = MLL(R")).

Désignons par M, 1’ensemble des caractéres non nuls de Lf(R") et soit
A € R". Pour toute f € LY(R"), posons

() =FfM)= | [fx)e 7 *dx.

R
Il est clair que o, € M; et que I’application A — o, est une application
injective de R" sur M. Cette application est en fait un homéomorphisme
de R" sur M, (cf. [6], proposition 2.2). Ainsi, par cette bijection, la
transformation de Gelfand s’identifie avec la transformation de Fourier
F. Par ailleurs, par ([13], Corollary 5.5, p. 19), on a

Rad(Lg(R") = {f € Lo(R"): x(f) =0, Vx € M(LS(R"))}
={f e Ll(R"):Ff(x)=0, Vx € R"}
= {0}.
Ainsi I’algebre L5 (R") est semi-simple. De plus, elle est commutative et

non unitaire. On a alors le théore me du type Gelfand Naimark suivant.

n(p—1)

Proposition 2.1. Soient p €]1, 400 et s > . Alors l'algébre

LL(R") est algébriquement isomorphe & une sous-algébre séparante de
l’algebre Co(R") des fonctions complexes continues qui s’annullent a
Uinfini sur R".

Preuve. Par le théoreme du type Gelfand Naimark ([13], proposition
8.1, p. 31), la transformation de Gelfand

G:LG(R") —> Co(M(LG(R™)))
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définie par §(f): x ——> x(f) est un morphisme d’algebre. De plus
ker ¢ = {0} vu que I'algebre LY (R") est semi-simple. Ainsi I’application
g est algébriquement isomorphe 2 I’algebre séparante §(L g (R")) contenue
dans CGy(R™) car :M(Lg(R”)) est homéomorphe a R".

Remarque 2.2. Pour I'algébre L% (R"), la transformation de Gelfand
est exactement la transformation de Fourier #. Il en résulte que la
proposition 2.1 contient en particulier le théoréme de Riemann Lebesque
selon lequel la transformation de Fourier d’une fonction f € L!(R") est
une fonction continue, sur R”, tendant vers zéro a 1’infini.

3. Idéaux de P’algebre a poids L5 (R").

Comme dans le cas classique, I’espace S(R") s’injecte continliment
dans Lg(R") et S(R") est dense dans Lg(R"). De plus, I'espace
F[D(R™)] est dinse dans S(R") vu que D(R") est dense dans S(R").
Il s’ensuit que F[D(R")] est dense dans Lg(R") car S(R") est dense
dans LY (R") et la topologie de S(R") est plus fine que celle induite par
L& (R™). Par ailleurs, I’algebre non unitaire (L&(R"), (||.]ls)s) est & unité
approchée bornée. En effet soit 6 € D(R") telle que

supp 0 C B(0, 1) et f O(x)dx = 1;

et soit (ej); C D(R") définies par
ej(x) = (j + D"0L( + Dx].

Alors (e;); est une unité approchée bornée de C.(R"). Et comme 1’espace
C.(R") des fonctions continues a support compact, dans R”, est dense
dans Lg(R"), (e;); est aussi une unité approchée bornée de L5 (R").
Un sous espace vectoriel fermé I de L'(R") est un idéal si, et
seulement, s’il est stable par les translations. Ce résultat reste encore
valable dans ’espace a poids L5 (R") comme le montre ce qui suit.

Proposition 3.1. Pour un sous espace vectoriel fermé I de L5 (R"), les
deux assertions suivantes sont équivalentes:

1) I est un idéal de Lg(R”).
2) of €1, pour tous f € I et a € R", ou ,f(x) = f(x — a), pour
tout x € R".
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Preuve. 1)== 2). Soient f € I eta€ R".Ona ,f = lim ¢; %, f,
Jj—00
dans Lg(R"). Par ailleurs, on a e; *, f =, ¢j * f € I d’aprés 1). Donc
of €1 car I est fermé.

2) = 1). Soit f € I et g € Lg(R"); et soit L une forme
linéaire continue L sur L5 (R") qui s’annule sur /. On va montrer que
L(f=g)=0; ceci exige que f*g € I, par le théoreme de Hahn-Banach.
D’aprés ([9], p. 290), le dual topologique de L5 (R") est la limite inductive
des espaces Lf,(R"). Il existe alors ¢ € L?,(R") tel que

L) = / V¥ (x)e(x)dx, pour tout h € LT (R").

Posons f(x) = f(—x), pour tout x € R". Comme f*(p(x) L(:f)=0,
pour tout x € R" car ,f € I et L s’annule sur /, on a f*(p =0.1
s’ensuit que

L(gx*f)= f / gx —y) f(WMex)dxdy = /g(t)f* p(t)dt =0.
R" R" R

Proposition 3.2. Soit I un idéal fermé non trivial de LL,(R") et soit I,
I’adhérence de I dans (LY (R™),|.|s). Alors I = m I .

Preuve. Posons J = ﬂls. Il est clair que I C J. Pour l'autre

S
inclusion, montrons que I+ C J*, ou

={g € [L(RM]*: (g, f) =0, pour tout f € I}
et
LE(R]* = UL" (R")
dési » o . i : n(p—1)
ésigne le dual de L (R"). Soit g € I-. Il existe alors § > ———
tel que g € LY(R"). Ceci entraine que g € I;- car I est dense dans I}
pour la norme |.||; et g est continue. Or I+ C J* car J C I, donc
geJt
Posons

I'={f € Ll(R"):suppF f est compact}.



SUR LES IDEAUX D’UNE ALGEBRE DE BEURLING GENERALISEE 281

Il est clair que I' est un idéal de Lg(R"). De plus, il est dense dans
LE(R") car F[D(R")] C I'. Plus généralement, on a ce qui suit.

Proposition 3.3. Pour tout idéal I de Lg(R”), lidéal 1 N T est dense
dans 1.

Preuve. Soit f € I\{0} et soit ¢ > 0. Il existe ¢ € Lg(R”) telle

€ -1
que [|f — f*xo|s < X pour tout s > % D’aprés ce qui précéde,

il existe ¢ € ' telle que |l¢ — ¥y < ﬁ Alors fx¢ e INT et
If—f*v¥ls <e car
If=fxvVls<If = frolls+1f*@—-9¥s <e
Si f € LS(R"), notons Z(f) = {A € R":Ff(A) = 0}. Soit [
un idéal de L5(R"). On appelle enveloppe de I ou cospectre de [
et on note coSp(I) I’ensemble (fermé de R") des zéros communs aux

transformées de Fourier de toutes les fonctions appartenant a I. ie.,
coSp(I) = ﬂfel Z(f). Si I est la fermeture de I dans Lg(R”), il est

alors clair que coSp(I) = coSp(I).

Soit E a,e' une série de Fourier complexe absolument convergente.

nezZ
Si la fonction f(¢) = Z a,e’™ ne s’annule pas sur R, alors le théoréme
nezZ 1
classique de N. Wiener ([15]) dit que la fonction inverse m se

développe, elle aussi, en série Fourier complexe absolument convergente.
Une autre preuve de ce résultat est découvete par I. M. Gelfand ([8]).
Elle est souvent citée comme I'un des premiers succés de la théorie
des algebres de Banach. En fait, elle fait appel a 1’algebre de Banach
multiplicative et unitaire 4 définie par:

A = {f(t) = Zane""’, ‘e R:Z|an| < +oo}.
neZ nez

Cette dérniére n’est autre que 1’algébre multiplicative et unitaire F(I!(Z2)).
Pour Lg(R”), I’algebre multiplicative F (Lg(R”)) n’est pas unitaire.
Cependant, on a ce qui suit.

Proposition 3.4. (Analogue d’un théoreme de N. Wiener). Soient K un
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compact de R" et f € LL(R") telle que
Ff(A) #0, pour tout A € K.
Alors il existe g € LY (R") telle que,
FgMF f(A) =1, pour tout A € K.

Preuve. Montrons tout d’abord que si / un idéal de L5 (R") tel que
coSp(I)N K = . Alors il existe y € I telle que Fy (1) =1 pour tout
A € K. En effet soit C(K) I’algebre des fonctions continues sur K et
W: L2 (R") — C(K) telle que W(f) est la restriction 2 K de la fonction
F f. On munit B = \IJ[LSPZ(R")] de produit ordinaire et la norme |.|| g
donnée par

(Al = sup | F f(A)].

rek
Ainsi (B, ||.||g) est algebre de Banach commutative. Soit 6 € L‘gz(R”)
telle que 6 = 1 sur K. Alors e = W(0) est I’élément neutre de B. Par
ailleurs, pour tout f € LL(R"), on a

p(f) = sup [x () = sup [Ff)] = Il flls-

XEM LER"

Donc
W (s < Il flls, pour tout f € LG(R").

Ainsi le morphisme W de I’algébre L% (R") sur B est continu. Montrons
que B = W (7). Si W([) est un idéal propre de B, alors il est contenu dans
un idéal maximal M de B. Soit @ un caractere de B tel que ker ® = M.
Il s’ensuit que ® o W est caractere non nul continu de Lg(R”) . Il existe
alors Ao € R" tel que

® o W(f) = F f(ko), pour tout f € LH(R").

Soit f € I. Comme ® est nul sur W(/), on a Ff(Ly) = 0. Donc
Ao € coSp(l). Mais aussi Ap € K, sinon prenons pour f une fonction
telle que Ff(hg) =0 et Ff(A) =1 sur K, on aurait 1 = d(e) =
DoW(f)=F f(ro) =0. Ainsi, on aurait Ao € coSp(I) N K, ce qui est
contraire a I’hypothese. Montrons maintenant la proposition 3.4. Soit /
I’'idéal de Lg(R") donné par

I={hxf:helLl(R"}.

OnacoSp(I) = Z(f). Donc coSp(I)NK = (. D’aprés ce qui précedente,
il existe u = g * f € I telle que Fu(r) =1 pour tout A € K.
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Soient maintenant K un compact de R", f € L(R") et ¢ la
restriction a K de la fonction  f. Alors ¢ € B = \D[sz(R")] et

Sppp ={F f(AM): 2 € K}.

Soit de plus F une fonction holomorphe sur un voisinage ouvert U de C
contenant Spgg et I'g un contour fermé contenu dans U et contenant Sp g
dans son intérieur. Alors I’élément F(¢) donné par le calcul holomorphe
classique ([4], Definition 3, p. 52):

1
F(p) = i /. F(z)(z — ) 'dz

est un élément de I’algebre B tel que F(p) = F o ¢. Ainsi obtient-on
I’analogue du théoreme de P. Lévy ([10] et [11]) comme suit.

Proposition 3.5. (Analogue d’un théoreme de P. Lévy). Soient K un
compact de R", f € LL(R") et F une fonction holomorphe sur un
voisinage ouvert U de C contenant {F f(A): A € K}. Alors il existe
h e Lg(R”) telle que

F(F f(A) = Fh(X), pour tout A € K.

Pour un ensemble fermé E de R", on pose

I(E)={f € LL(R"): Ff =0 sur E},
J(E):{feLg(R"): F f = 0 sur un voisinage (variable avec f)deE},
K(E)={f € L5(R"):supp¥F f est compact et disjoint de E}.

1l est clair que I(E) est un idéal fermé de Lg(R”) et que les

ensembles J(E) et K(E) sont des idéaux de Lg(R”). De plus, on a le
résultat suivant.

Proposition 3.6. Soient E un ensemble fermé de R" et I un idéal de
Lg(R"). Les assertions suivantes sont équivalentes.

1) coSp(I) = E.

2) K(EyclIlcCI(E).

Preuve. 1)==2). Soit I un idéal de Lg(R”) tel que coSp(I) = E.
Alors I C I(E). Il reste a montrer que K (E) C I. Soit f € K(FE). Alors
K = supp¥ f est un compact disjoint de E. Donc coSp(I) N K = (.
D’aprés la premiere partie de la preuve de la proposition 3.4, il existe
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¢ €1 telle que Fp(A) =1 pour tout A € K. Il s’ensuit que, pour tout
AeR" ona

Fr) =FfM)Fe),
vu que les deux membres sont nuls en dehors de K. D’ou f = fx¢p € I.

2)=—=1). Soit I un idéal de LS(R") tel que K(E) C I C I(E).
Comme I C I(E), on a

E CcoSp(I(E)) CcoSp(I).

Par ailleurs, on a
coSp(K(E)) C E.

En effet si a ¢ E, il existe ¥ € D(R"), a support disjoint de E et telle
que ¥ (a) = 1. Donc

coSp(I) C coSp(K(E)) C E;

et donc coSp(l) = E.
Les idéaux J(E) et K(E) sont liés par 1’égalité suivante

J(EYNT = K(E).

Donc, par la proposition 3.3, K(FE) est dense dans J(E). Ainsi J(E) et
K (E) ont la méme adhérence dans Lg(R”). Posons

I(I) = J(E) = K(E)

et en tenant compte de la proposition 3.6, on a ce qui suit:

Proposition 3.7. Soient E un ensemble fermé de R" et I un idéal fermé
de Lg(R”). Les assertions suivantes sont équivalentes.

1) coSp(I) = E.
2) Ip(I) c I C I(E).

Le théoreme taubérien de Wiener dit que si / est un idéal fermé de
L'(R) tel que coSp(I) =@, alors I = L'(R). En effet coSp(I) = @ est
équivalent au fait que / est non contenu dans le noyau d’aucun caractere
de L'(R). Ce qui signifie que 1’algeébre quotient L'(R)/I est radicale.
Soit maintenant / un idéal dense dans L§(R"). Alors, par la proposition
3.6, coSp(I) = (. La réciproque est également vraie comme le montre
le résultat suivant.
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Proposition 3.8. (Analogue de théoreme taubérien de N. Wiener). Pour
un idéal 1 de LY (R"), les assertions suivantes sont équivalentes.

1) I est dense dans Lg(R").
2) coSp(I) = 0.

Preuve. 1l reste a montrer I’implication 2) = 1). Soit / un idéal
de LE(R") tel que coSp(I) = . Alors
K(coSp(I)) =T,

I'={f e Ll(R"):suppF f est compact}.

Par ailleurs, par la proposition 3.6, K(coSp(I)) C I c’esta dire I' C 1.
Or, par la proposition 3.3, T = L% (R"). D’od I = L{(R").

En prenant pour I le sous espace vectoriel de L{(R") engendré par
les translations de f. Alors I est aussi stable par les translations. C’est
donc un idéal par la proposition 3.1. De plus coSp(I) = coSp(I). Ainsi
obtient-on le résultat suivant.

Corollary 3.9. Soient f € L5(R") et
Tr ={.f :a e R"}.
Les assertions suivantes sont équivalentes.

1) Ty est un ensemble total dans Lg(R”).
2) Ff(A) #0, pour tout A € R".
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