LE MATEMATICHE
Vol. LX (2005) — Fasc. I, pp. 189-240

PROCESSI DI CONTROLLO CON PARAMETRI DISTRIBUITI
IN INSIEMI NON LIMITATI. CONTROLLABILITA
CON LUOGO INIZIALE VARIABILE

GIUSEPPE PULVIRENTTI - GIUSEPPE SANTAGATI - ALFONSO VILLANI

We study the controllability with variable initial locus of the following
distributed parameter linear control system

(E) ny + A(x’ )’)Zx + B(x’ )’)Zy + C(x’ )’)Z = F(x’ )’)U(x, )’) .

Here (x, y) ranges over the following unbounded subset of R?:

L, = | v,

(u,v)el xJ
where I, J are two non-degenerate intervals of R and
I, v) = ([, +oolx () U ({u} x [v, +00l), (u,v)€R?.

The state vector function z belongs to the Sobolev type space

loc

W;)IOC(LI)J5Rn) = {ZGLP (LI)J5Rn) . ZX5Zy,nyeLll;C(LI)J’Rn)}

and the control vector function U is in Lf;c(L ;7> R™) . Moreover, for

every (u,v) € I x J, the trace of z on I(u, v) is taken as the system state
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corresponding to the values x = u, y = v of the parameters. All these traces
belong to a functional space of Sobolev type, which does not depend on (u, v).

In this setting, given a point (a, b) € I x J, we study the controllability
of system (E) from a given initial state, to be attained on the variable initial
locus I(ag, by), (ag,bg) €I x J, ayp < a, by < b, to an arbitrary final state,
to be attained on the fixed final locus I(a, b).

We consider both exact and approximate controllability. We get a cha-
racterization of the approximate controllability when the set of the available
controls is the unit ball of Lq(L,J ,R™), g > p. Also, assuming a suitable
invertibility property for the matrix F, we show a necessary and sufficient
condition for the exact controllability when a larger set of available controls
is considered. Finally, we study the permanence of both controllability pro-
perties with respect to changes of the fixed final locus /(a, b).

1. Introduzione.

Posto, per ogni (u, v) € R?,
[(u,v) = ([u, +oo[x{vHh U ({u} x [v, +00[)

e assegnati due qualsiasi intervalli non degeneri /, J di R, denotiamo con L, |
I’insieme non limitato di R?

L, = | v

(u,v)el xJ

e consideriamo il processo di controllo con parametri distribuiti
(E) ny—{—A(x, Y)zy + B(x, y)Zy+C(xv vz =

= Flx,)U(x,y) qo. (x,y)eL,,,

dove i coefficienti A, B, C e F verificano le ipotesi:

A,B,C,A,,B,eCL, ,,R*™) ; FeLY

1,J° lOC(LI)j ’ IKn)m) 7

il controllo U & in LY

loc(L
Sobolev

LI R™) e la risposta z nello spazio del tipo di

loc

oLy B = {2€L0UL, R 22y 2o € L(L, , RD)
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Relativamente al processo di controllo (E) assumiamo come stato del
sistema corrispondente ai valori dei parametri x = u, y = v, (u,v)el x J,la
traccia di z su I(u, v). Tale traccia & un elemento dello spazio funzionale

B = {(w, ¥) € W ([0, +ool, R") x WP ([0, +00[, R") : ¢(0) = vf«))},

anche questo del tipo di Sobolev, indipendente da (u, v).

In precedenti lavori (A. Villani [11], G. Pulvirenti - G. Santagati [4]), sup-
ponendo che il controllo U potesse variare in tutto lo spazio Lﬁ)c(L LI R™),
fissati il luogo iniziale l(ay, by) e il luogo finale l(a, b), con (ay, by), (a, b) €
I x J tali che ay < a,by < b, nei quali il sistema assume, rispettivamen-
te, lo stato iniziale e lo stato finale, abbiamo stabilito delle condizioni affinché
per ogni stato iniziale il corrispondente insieme degli stati finali (insieme rag-
giungibile) sia coincidente con lo spazio E;’f)loc (problema della controllabilita
completa esatta) ovvero sia un insieme ivi denso (problema della controllabilita
completa approssimata).

In questo lavoro, prendendo lo spunto da un analogo problema di con-
trollabilita per processi a parametri concentrati studiato in R. Conti [1], nn.
VI. 4 e VI. 5, supponiamo che il controllo U non possa variare in tutto lo
spazio Lﬁ)c(L 11 R™) ma appartenga ad un suo sottoinsieme proprio U, men-
tre il luogo iniziale /(ag, by) non & pill assegnato a priori ma puod variare con
(ag,bo)el x J,a9p <a, by <b.

Preliminarmente, precisati gli spazi funzionali utilizzati (n. 2) e studiato un
sistema lineare iperbolico (n. 3), diamo una formula di rappresentazione delle
soluzioni di (E) (n. 4), a partire dalla quale otteniamo (n. 5) una caratterizza-
zione dell’insieme raggiungibile (quando il luogo iniziale e quello finale sono
entrambi fissati).

Supponendo che il luogo iniziale I(ay, by) possa variare e assumendo come
stato iniziale, sul luogo iniziale variabile /(ag, by), un dato elemento (¢q, Vo)
di E;n))loc, consideriamo 1’insieme, di E;"))loc, unione dei corrispondenti insiemi
raggiungibili sul luogo finale assegnato /(a, b) e prendiamo in esame (n. 6)
i problemi consistenti nello stabilire quando il predetto insieme coincida con

E;")l oc (problema della controllabilita esatta con luogo iniziale variabile) oppure
—(n)

sia un sottoinsieme denso di €, . (problema della controllabilita approssimata
con luogo iniziale variabile).

Relativamente a quest’ultimo problema, nel caso in cui (gg, ¥g) €
I’elemento nullo di E;”))loc e U ¢ la palla unitaria di L? (L,)J ,R™), q €p, +o0],
riusciamo a stabilire (n. 7), mediante 1’'uso dell’aggiunta di una opportuna
applicazione, una condizione necessaria e sufficiente di risolubilita, pervenendo

cosi ad una condizione di controllabilita approssimata, utile quando non si
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ha a disposizione tutto lo spazio dei controlli ma ¢ possibile considerare gli
stati iniziali su un luogo iniziale variabile. La condizione trovata, che nel caso
particolare ¢ = 400 ¢ stata comunicata in G. Pulvirenti - G. Santagati - A.
Villani [7], ¢ analoga alla condizione necessaria e sufficiente di controllabilita
completa approssimata, con luogo iniziale /(ay, by) e luogo finale /(a, b) fissati,
stabilita in G. Pulvirenti - G. Santagati [4], e si esprime mediante 1’integrale di
un funzionale costruito a partire dai dati.

Nel n. 8 studiamo il problema della controllabilita esatta con luogo iniziale
variabile, rilevando, inizialmente, che tale problema non ¢ mai risolubile se lo
stato iniziale (¢g, ¥p) e I’insieme dei controlli disponibili U sono scelti come
in precedenza. Considerato, invece, come insieme U I’insieme delle funzioni
Ue Lf;c(L,J, R™) la cui restrizione all’insieme L,J N(] — o0, al[x] — o0, b])
appartiene alla palla unitaria del relativo spazio L%, g € [p, +0o0], dimostria-
mo, adottando sulla matrice funzione F' opportune ipotesi di invertibilita, una
condizione necessaria e sufficiente di risolubilita del problema della controllabi-
lita esatta con luogo iniziale variabile, analoga alla condizione di controllabilita
completa esatta, con luogo iniziale /(ag, by) € luogo finale /(a, b) fissati, otte-
nuta in A. Villani [11]; anche in questo caso la condizione si esprime mediante
I’integrale di un funzionale costruito a partire dai dati.

Nel n. 9 ci occupiamo della questione della permanenza, rispetto a “spo-
stamenti” del luogo finale assegnato I(a, b), della controllabilita, sia esatta che
approssimata, con luogo iniziale variabile e dimostriamo, sotto ipotesi abbastan-
za ampie, che entrambi i tipi di controllabilita sono proprieta che permangono
al “crescere” dei parametri a e b.

Il n. 10, infine, & un breve paragrafo essenzialmente tecnico, nel quale si
prova che un’ipotesi precedentemente adottata per semplificare 1’esposizione
puo essere omessa.

Nel corso del lavoro vari esempi illustrano i risultati ottenuti e ne mostrano
applicazioni.

2. Spazi funzionali.

Riportiamo, in questo numero, le definizioni e le principali proprieta degli
spazi funzionali che utilizzeremo in seguito; per maggiori dettagli rinviamo al
n. 2 di A. Villani [10] ed ai nn. 2 e 3 di G. Pulvirenti - G. Santagati - A. Villani
[5].

Siano, d’ora in poi: p, p’ elementi coniugati di [1, +00]; X un sottoinsie-
me misurabile di RY avente misura positiva.
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Definizione 2.1. Lﬁ)c(X ,R*) & lo spazio 1.t. (') completo delle [classi di]
funzioni misurabili / : X — R® le cui restrizioni ad ogni compatto K € X
appartengono a L?(K, R¥), con la famiglia di seminorme

k) = lrkry VIEL]

loc

(X, R,

al variare del compatto K C X.

E bene ricordare che (cfr. A. Villani [12]) lo spazio Lﬁ)C(X , R®) risulta
metrizzabile, e quindi di Fréchet, se e solo se esiste una successione {C,} di

sottoinsiemi compatti di X tale che, per ogni compatto K < X, si abbia

[e]
m(K \ C,) = 0 per qualche r € N, oppure, pitt semplicemente, nel caso in cui X
¢ denso in X, se e solo se X \ X ¢ un insieme chiuso; quest’ultima circostanza
¢ sempre verificata nei casi considerati nel presente lavoro.

Definizione 2.2. L7 /(X , R%) ¢ lo spazio L.t. delle [classi di] funzioni misurabili
o : X — R® che appartengono a L”' (X, R*) e sono a supporto compatto in X,
con la famiglia di seminorme

wy(o) = sup Yo e Lf/(X, R,

leY

/ o*()I(x) dx
X

al variare di Y nella famiglia degli insiemi limitati ?) di Lf;c(X , R).

Considerata I’applicazione o — I'(o), da L? (X, R®) in (L} (X, RY)Y,
spazio duale forte di L (X, R*), definita ponendo

loc

2.1 <L,l'(oc) >= / o*(x)l(x)dx Vle Lf;c(X, R*),
X
si ha il
Teorema 2.1. L’applicazione o — l'(0), che ad ogni o € Lf/(X, R*) associa
Ielemento I'(c) di (LT (X, R%)Y dato dalla (2.1), é un isomorfismo algebrico e

loc
topologicotra LY (X, R*) e I'(LY (X, R®)), sottospazio lineare di (Lf;c(X, R%Y.
Se p e[1, +ool si ha
I(LY (X, RY) = (Lp (X, R)).

loc

(") cioe lineare topologico, separato e localmente convesso.
(®) nel senso degli spazi lineari topologici.
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Definizione 2.3. Se © & un aperto non vuoto di R?, W (€2, R") ¢ lo spa-
zio di Banach delle [classi di] funzioni misurabili w : Q — R” tali che
W, Wy, Wy, Wyy € LP(2,R") (le derivate essendo intese nel senso delle distri-
buzioni su £2), con la norma

lwlw:.ry =
1

P P P P »
= (”w”LP(Q)R") + ”wx”LP(Q)R") + ”wy”LP(Q)R") + ”wxy”LP(Q)R")> )

pell, +ool,

lwllw:@.ry =

= sup {[|lwllzee,ry, Wl Lo, Ry NWyll L@ R Wiy ll Lo, R7) }-

Gli spazi W;(Q, R™), studiati in R. Di Vincenzo - A. Villani [2] e M.
B. Suryanarayana [9], intervengono nella successiva definizione riguardante lo
spazio delle soluzioni di (E).

Definizione 2.4. Se I, J sono due intervalli non degeneri di R, W;‘)IOC(L LI R™)
¢ lo spazio di Fréchet delle [classi di] funzioni misurabili w : L I e R" le cui
restrizioni ad ogni aperto limitato € di R? tale che Q C L I
W;(Q, R™), con la famiglia di seminorme

, appartengono a

mo(w) = [wlwier Ywe W;,loc(L,J, R"),

al variare di 2 nella famiglia degli insiemi aperti e limitati di R? tali che
QCcL,,.

E ovvio che gli elementi di W;‘ (L, ;, R") sono tutte e sole le funzioni

R") (la derivazione essendo intesa nel

,loc

: P
w tali che w, wy, wy, wy, € LIOC(L,J,

senso delle distribuzioni su 2 1.7)- Inoltre, denotato con /*° [risp. J°°] 'unione
dell’intervallo I [risp. J] e dell’insieme (eventualmente vuoto) dei suoi mag-

gioranti ed indicato con §) 1oc(L, ,, R") lo spazio di Fréchet prodotto

R™) x L? (I®°,R") x L? (J®°, R") x R",

loc loc

LIIZ)C(LI,J ’

con ragionamenti analoghi a quelli seguiti in A. Villani [10] (Teorema 2.1 e
Proposizione 2.2) si dimostra il seguente
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Teorema 2.2. Fissato un qualunque (@, b) e I x J, si ha:

1) gli elementi di W; (L, ,,R") sono tutte e sole le funzioni w della forma

,loc 1,J°

(2.2) w(x,y) = /X /_y h(u, v)dudv + /xh](u)du +
a Jb a

¥
+/_ ho(v)dv + A Vix,y)eL,,,
B ,

con (h, hy, hy, M) € 8p 10e(L, ;, R");
2) la trasformazione lineare (h,hi, hy, \) — w, data dalla (2.2), ¢ un

isomorfismo algebrico e topologico tra Sy, 1o.(L, ,,R") e W;‘ (L, ,,R").

1,J° ,loc 1,J°

Corollario 2.1. Si ha:

(L, ,,RHcC'(L,,,R"

*
ploc\=p 0

algebricamente e topologicamente (%) .

La continuita delle funzioni w € W;)IOC(L 17 R") comporta 1’esistenza
delle loro tracce su ogni insieme /(u, v) con (u, v) €l x J.

E notevole il fatto che tali tracce possono essere riguardate come elementi
di uno stesso spazio funzionale E;”))loc (lo spazio @g’) gia considerato in prece-
denti lavori; cfr., ad es., G. Pulvirenti - G. Santagati - A. Villani [6]) indipendente
da (u, v).

Allo scopo di richiamare la definizione ed alcune proprieta di E;"))loc, utili
nel seguito, riportiamo, per completezza, la
Definizione 2.5. Wll)’cp (G, R"), G intervallo non degenere di R, ¢ lo spazio di
Fréchet delle [classi di] funzioni misurabili ¢ : G — R”" le cui restrizioni ad
ogni aperto limitato A tale che A € G appartengono allo spazio di Sobolev

WLP(A, R"), con la famiglia di seminorme

Ta(@) = l@lwinary Yo Wol(G,RY,

al variare di A nella famiglia degli insiemi aperti e limitati tali che A C G.

() se €L, ,, R") & munito della topologia di L® (L, ,, R™).
loc\—1,J

1,J’
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Analogamente a quanto visto per W* R™), gli elementi di

loc (G, Rn)
assieme alle derivate prime (nel senso delle distribuzioni su G) e sussiste il
seguente

(LI J b
P(G, R"™) sono tutte e sole le funzioni ¢ che appartengono a L?

,loc

loc

Teorema 2.3. Fissato un qualunque t € G, si ha:

1) gli elementi di Wl P(G, R™) sono tutte e sole le funzioni ¢ della forma
t
(2.3) o) = [ k(s)ds + 8 VYt eG,
t

con (k,8)e LY (G,R") x R" ;

2) la trasformazione lineare (k, §) — ¢, data dalla (2.3), é un isomorfismo
algebrzco e topologico tra lo spazio di Fréchet prodotto L' (G, R") x R" e

loc (G Rn)
Dai Teoremi 2.2 e 2.3 discende, ovviamente, il
(L R™) risulta:

loc

loc

Corollario 2.2. Per ogni we W

ploc 1,J’

w(-, )€ WoPU®, R Yyeld , wx, -)e WL (J® R") Vxel.
Inoltre, per ogni y € J [risp. x € 1], la trasformazione
w— w(-,y) [risp.w — wx, )]

R™) su W,oP(1°°, R") [risp. Wb P (%, R™)].

loc

e lineare e continuada W*, (L

ploc\—T1 g0

Ovviamente, il Teorema 2.3 assicura che gli elementi di Wl "7(G, R") sono
funzioni continue in G. Pertanto ha senso la seguente

7"

Definizione 2.6. &

¢ lo spazio di Fréchet

(0. ¥) € W10, ool B") x Wi (0. 400l B) : 90) = ()]
sottospazio lineare chiuso dello spazio di Fréchet prodotto
W,LP([0, +o0l, R™) x WeP ([0, +oof, R")

munito della famiglia di seminorme
A B(@, ¥) = malp) + me(Y)
¥ (@, ¥) € Wl (10, +ool, R") x Wi ([0, +ool, R")
al variare degli aperti limitati A, B C 0, +o0][.
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Dal Teorema 2.3 segue, inoltre, il
Teorema 2.4. Gli elementi di E;"))loc sono tutte e sole le coppie di funzioni

(¢, V) della forma

t

24) o) = / k(s)ds +46, ¥(t) = / I(s)ds +6 VYtel0, +oo,
0 0

con
(k,1,8)e L ([0, +o00[, R") x L ([0, +o0[, R") x R";

loc loc

la trasformazione lineare (k, l, §) — (@, V), data dalla (2.4), é un isomorfismo
algebrico e topologico tra lo spazio di Fréchet prodotto

L? ([0, +oo[, R") x L? ([0, +o0[, R") x R"

loc loc

:\(n)

e S5 loct

Conseguentemente, poiche I’isomorfismo inverso di (k, [, §) — (¢, ¥) ¢

la trasformazione che ad ogni (¢, V) € E;’f)loc fa corrispondere

@', ¥', p(0)) € L{, ([0, +-00[, R") x Ly ([0, +00[, R") x R,

loc loc

si ha, per il Teorema 2.1,

Teorema 2.5. Se p € [1, +oo[, l'applicazione che ad ogni elemento (i, v, &)
dello spazio l.t. prodotto

L? ([0, +o0[, R") x LF ([0, +00[, R") x R"

fa corrispondere I’elemento Q dello spazio (E;n))loc)’ , duale forte di E;n))loc, dato
da

+00
2.5) <wwmQ>=A WO () di +

+00
+ / Vi OY' () dt +E790) Y(p, V)€ E}",)loc’
0

e un isomorfismo algebrico e topologico tra Lf/([O, +o0o[, R")x

LY ([0, +oo, R") x R" ¢ (EV).)".

Di conseguenza (cfr. G. Pulvirenti - G. Santagati - A. Villani [6]) si ha il
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o

Teorema 2.6. Se p € ]1, 400, lo spazio E ».Joc

e riflessivo.

Al fine di poter considerare le tracce delle funzioni w € W, .

(L 11 R™) su
I(u, v), (u, v) € I x J,come elementi dello spazio funz10nale "‘;) osserviamo
che, se (u,v) € I x J, la restrizione di ogni w € W*, (L, ,,R") a l(u, v)

individua (Teoremi 2.2 e 2.4) un elemento

p loc\™=1,J°
Yu,nW = (@(u,v),wv vf(u,v),w)

H(n)
di 8 ~p,loc

(2.6) Qu,vw(t) = wu+1,v), Yuww) = wu,v+t) Veel0,+oof.

mediante la posizione

Pertanto ha senso la
Definizione 2.7. Per ogni w € W*, (L LI

traccia di w su [(u, v) I’elemento y, ,w di E< ) . individuato dalla (2.6).

p loc R™) ed ogni (4, v) € I x J dicesi

Si ha inoltre il

Teorema 2.7. Per ogni (u, v) € I x J, la trasformazione w — Y, ,»Ww e lineare

(L, ,R" su 2"

e continua da W* B loc-

ploc\—1,J°

3. Esistenza, unicita, dipendenza continua e rappresentazione della solu-
zione di un problema relativo a un sistema lineare iperbolico.

Fissati gli intervalli non degeneri I, J di R, supponiamo, d’ora in avanti,
che

(3.1) A,B,C, A, B,eC(L, ,,R"™).

1,J’

Indichiamo con P 1’operatore differenziale, lineare e continuo da

W loc(Ll ;> R") in LIOC(L, ;» R"), definito ponendo
(3.2) Pw = wyy, + Aw, + Bw, + Cw Vwer’f)loc(L”, .
Assegnato un punto (@, b) € I x J consideriamo il problema
weWr (L, ,,R"),
(3.3) Pw = f,
w(-,b) = o, wa,-) =
dove i dati f, o e 7 sono tali che: f € LIOC(L,J, R"), o € Wl] P, RY),

Te WhP(I®, RY), 6@) = t(b).

loc
Con procedimento analogo a quello seguito in A. Villani [10], a proposito

del problema (3.1) ivi considerato, si dimostra il
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Teorema 3.1. Sia (@, b) € I x J. Fissato comunque un elemento ((o, t), f)
dello spazio di Fréchet prodotto

(3.4) [0, 0 ewpra= R x W=, R

0@ = 1@ x LL(L, , R ()

il problema (3.3) ha una ed una sola soluzione w1, s .
L’applicazione

(3.5) (0, 7), f) = W), f

e un isomorfismo algebrico e topologico tra lo spazio (3.4) e
W;)IOC(L,J, R™).

Osservazione 3.1. Per la validita del Teorema 3.1 le ipotesi (3.1) adottate nel
presente lavoro possono essere attenuate; infatti il gia menzionato ragionamento
seguito in A. Villani [10] richiede soltanto che i coefficienti A, B e C appar-
tengano a Ly (L, ,, R™"); inoltre, ulteriori generalizzazioni sono possibili (cfr.
G. Sturiale [8]). Le ipotesi (3.1) consentono pero di ottenere anche una formula
di rappresentazione delle soluzioni del problema (3.3) mediante una matrice di

evoluzione costruita a partire dai coefficienti dell’operatore P.

Per definire tale matrice di evoluzione ricordiamo che (cfr. A. Villani [10],
Teorema 4.1) si ha il

Teorema 3.2. Sia D = [u’, u”"] x [V, v"] un rettangolo chiuso di R*> contenuto
in L,J.

Allora, per ogni (x,y) € D, esiste una ed una sola funzione (u,v) —
VP, v; x, y), da D in R™", continua in D insieme con le derivate VMD, VUD,
VP soluzione del problema

uv’

Viw—(VA), —(VB),+ VC = O V(u,v)eD,
Vi—VB = 0 v=y, Yuelu,u"],
Vo,—VA=0 u=x, Yve[v,v"],
Vix,y;x,y) = 1.

(3.6)

La funzione (u, v; x,y) — VP, v; x, y), da D x D in R™", ¢ continua in

S qi : D yD yD yD yD yD
D x D insieme con le derivate V,”, V.7, Vi, V.2, V7, VO

™ sottospazio lineare chiuso di

1, 1,
WL, R x W P (I, R") x Ll’;C(L,J,R”) .
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Evidentemente il Teorema 3.2 implica anche che, se (x, y) € L, , € Dy, D
sono due qualsiasi rettangoli chiusi tali che

(x,y)eD]ﬂDz, D]UngLIJ s
risulta
VD‘(u,v;x,y) = VDZ(u,v;x,y) Yu,v)e DiND,.

Pertanto, denotato con 7y ; il sottoinsieme di R* costituito dai punti
(u, v; x, y) per i quali esiste un rettangolo chiuso D di R? contenuto in L 1
tale che (u, v), (x, y) appartengano entrambi a D, ha senso la seguente

Definizione 3.1. Si chiama matrice di evoluzione associata all’operatore diffe-
renziale P la funzione (u, v; x, y) = V(u, v; x, y),da Ty ; in R™", che ad ogni
(u, v; x, y) fa corrispondere il valore VP (u, v; x, y), dove D & un qualsiasi ret-
tangolo chiuso di R? contenuto in L ;.y © contenente entrambi i punti (u, v),

(x, y).

J

Con lo stesso ragionamento del n. 4 di A. Villani [10] si dimostra, allora, il
seguente

Teorema 3.3. Per ogni (a,b)e I x J, ogni
(0, 7) € WEP(I®, RY) x WEP(J®, R"),

tale che o(@) = t(b), ed ogni f € Lf;c(L, ;» R"), lunica soluzione w vy y
del problema (3.3) ¢ data da

w(rr,r),f(xv )’) = V(Ev Ev X, )’)U(a) +
+/_ V(u, b; x, y)o'u) + B(u, b)o(u)] du +
y
+ /_ V(a, v; x, y)[t'(v) + A@, v)T(v)] dv +
b

xXpy
+//_ V(u,v; x, y)f(u, v))dudv V(x,y)eL,,.
aJb ’
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4. Soluzioni di (E).

Ferme restando le ipotesi (3.1), supponiamo, d’ora in poi, che

FelLX(L

loc

I)J , Rl’l,"’l) .

Fissato il luogo iniziale I(ay, by), con (ag, by) € I x J, lo stato iniziale
(9o, Yo) € E;”))loc e il controllo U € Lﬁ)c(L 11 R™), dal Teorema 3.1 segue che
esistono funzioni z, elementi di W;‘ (L, ,, R"), soluzioni di (E) verificanti la

condizione

loc

Yao. )2 = (%0, Y0) 3

esse sono tutte e sole le funzioni del tipo
W(o,1), FU
dove (o, T) & un qualsiasi elemento di Wll)’cp (I°°, R") x Wll)’cp (J>°, R") tale che
o(x) = gox —ap) Vx=ap, t(y) = Yoy —bo) Vy=bo ;

pertanto, eccettuato il caso in cui ¢ contemporaneamente ¢y = infl e by =
inf J, I’'insieme di tali funzioni z € infinito.

Tuttavia, se ap < supl e by < sup J, le restrizioni delle predette funzioni
all’insieme

L
Lg Ty

dove I,, = I NJag, +oo[, Jp, = J N[bgy, +0oo[, coincidono con un unico
elemento
4.2) 2(+; (a0, bo), (@0, Vo), U)
dello spazio W;)IOC(L Ly i R™) e I’applicazione
4.3) (90, ¥0), U) — z(+; (ao, bo), (g0, Yo), U) ,
da E;”))loc x Ly (L, ,,R")in Wy oLy, 4, » R"), & lineare e continua,

Per il Teorema 3.3 la funzione (4.2) ha la seguente rappresentazione

4.4) 2(x, y; (ao, bo), (g0, ¥0), U) = &(x,y; (ao, bo), (¢o, Yo)) +

Xy
+/ / V(u, v; x, y)F(u, v)U(u, v)dudv Vix,y)eL, , ,
ap b() “

Iy
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dove V ¢ la matrice di evoluzione associata all’operatore differenziale lineare
(B2)e

4.5) ¢(x, y; (ao, bo), (@o, Vo)) =

— Vi(a, bo: x, Y)eo0)+ / Vu, bos x, )@} (u—ao)-+ B, bo)po(u—do)] du~+

ao

y
+/ V(ao, v; x, M[Yo(v—bo)+ Alag, v)Yo(v—bo)ldv  V(x,y)€ Ly .

=
bo 0

Osservazione 4.1. Ovviamente la funzione

(x,y) — ¢(x,y; (ao, bo), (9o, Yo)) = z(x,y; (ao, bo), (90, Vo), 0),

x,y)eL ,
(x,y) g Iy
¢ I'unica soluzione del problema

£EW: (L R™),
P = 0,

Yian.b)§ = (®0, Vo) ,

LTy’

mentre la funzione

xopy
x,y)— / / V(u,v; x, y)F(u, v)U(u, v)dudv =
ap b()

= 2, ¥ (@0, bo). (0,0, 1), (x, €L, ,

¢ I’unica soluzione del problema

zZ€ W;)loc(Llaono, R™),
Pz = FU,
Yao. b2 = (0,0).
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5. Insieme raggiungibile.

Supponiamo adesso che, oltre al luogo iniziale I(ag, by), siano dati anche
il luogo finale I(a, b), con (a, b) € I x J tale che ag < a, by < b, e I'insieme

U < LP (L, ,,R™) dei controlli disponibili. Supponiamo inoltre, solo allo

loc\™1,J°

scopo di semplificare 1’esposizione, che siaa < supI, b < supJ ().

Definizione 5.1. Dati (ag, by), (a,b)e I x J,conay < a, by < b, (¢o, Yo) €

E;”))loc e U € Ly (L, ,,R™), dicesi insieme raggiungibile relativo a I(a, b),

a partire dallo stato iniziale (¢g, ¥o) su l(ag, by), mediante i controlli U € U,
I’insieme

A((ao, bo), (a, b); (¢o, Vo), U) = {Va,pn(; (ao, bo), (o, ¥0), U) : U € U}

degli stati finali su /(a, b) che si ottengono al variare di U in U.

Dalla (4.4) e dall’Osservazione 4.1 segue che
A((ao, bo), (a, D); (go, o), U) =

= Y (- (@o, bo), (9o, Y0)) + Aoyl
dove A (q,50).(a,b) € 1’applicazione lineare specificata nella seguente

Definizione 5.2. (L’applicazione A4y p,).(a.b))- Dati (ag, bo), (a, b) € I x J, con
ap < a, by < b, indichiamo con

A(ay,bo),(a,b)

R™) in ™ | che ad ogni U € L (L

~p,loc’ loc

I’applicazione, da L (L

loc
corrispondere I’elemento

m
INE ,J,R)fa

Aao,bo),a)U = Va2 (ao, bo), (0,0), U)

di ")

~p,loc*

Per quanto evidenziato nel precedente n. 4 relativamente all’applicazione
(4.3), si ha, in particolare, che 1’applicazione

U — Z( 3 (aOv bO)v (07 0)7 U)

¢ lineare e continua da Ly, (L, ,,R™) in W

Teorema 2.7, possiamo concludere che

,loc(L 11 R™); dunque, grazie al

(®) Rimandiamo al n. 10 per mostrare come questa ipotesi possa essere rimossa.
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Proposizione 5.1. L’applicazione Ay by @b € lineare e continua da
LY (L, ,, R™) inEY)

1,J° ~p,loc*

Considerata, allora, I’applicazione

! EIOIAY P
Mag.bo).(a.b) - (“p,loc) e (LIOC(L,J,R'”)>

aggiunta di A4, p,),(a,5)> 10 virtl di un risultato generale sulla rappresentazione
della chiusura convessa di un insieme mediante la sua funzione di appoggio
(cfr., ad es. G. Pulvirenti - G. Santagati - A. Villani [5], Proposizione 5.1), si ha
la seguente caratterizzazione dell’insieme CO(A (4y,py),(a,5) U)-

/
)

Teorema 5.1. Dati (ag, by), (a,b) € I x J, con ay < a, by < b, e U C

Lf;c(L,J, R™), si ha _
CO(A (ap, by, (a,p) L) =

= {me gl i< 0> <

< sup < Mm@l 0 > YQeEN)] =

UeU

= | me el i<m 0> <

< U, A VO e(EN

= 3“5 <U, Ay pian@ > YOE(E, )| -
(S

Nel caso p € [1, +o0[, identificando (algebricamente e topologicamen-
/ ’ ’
te) lo spazio duale (Tm) ) con LY ([0, +oo[, R") x LY ([0, +o0[, R") x R”

=, loc

DAL, R’”)>/ con LY (L, ,, R™) (Teore-
ma 2.1), si puo dare una rappresentazione esplicita della trasformazione ag-
giunta Af, ;- Si trova, infatti, per ogni (1, v, &) € L7 ([0, +00[, R") x
Lfl([O, +oo[, R") x R" ed ogni U € Lﬁ)c(L,J, R™), utilizzando lo stesso pro-
cedimento seguito nel n. 6 di G. Pulvirenti - G. Santagati [4],

(Teorema 2.5) e lo spazio duale (Lp

< U, Mgy by @iy V5, 8) > = < Nag by @)Uy (0, 0, 8) > =

= // H{;)b)(u, v; (u, v, U, v)dudv ,
L

Ia())‘]b()

dove
(u,v) = Hyg p(u, v; £, v,§)
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¢ la funzione misurabile, da L, J in R™, definita nel modo seguente:
6.1 H(Z)b)(”, v, (u,v,8) =

{E*V(u, v;a,b)+

+00
/ (W (©)Vi(u, v;a+1t,b)+v*()Vy(u, v;a,b+1)] dt}F(u, v)
° q.o. (u,v)eL,Jﬂ(]—oo,a[x]—oo,b[),

+00
{,u*(u —a)V(u,v;u,b)+ / w* ()Vy(u,v;a+t,b) dt}F(u, V)
q.o. (u, v) € L, , N (la, +00[x] — 00, b]),

+00
{v*(v —b)V(u,v;a,v)+ / Vi) Vy(u,via,b+1) dt}F(u, v)
qo-(u, v e L, , 0(1 — o0, alx[h, +o0l),

0 q.o. (u,v) e L,J N ([a, +oo[x[b, +00]).

Si verifica facilmente che, per ogni (ag, by) € I x J,con ay < a, by < b,la
restrizione di Hp)( -5 (1, v,§)) a L, J ¢ un elemento di L? L, ,, R™),
’ ap » by ap » by

indicatore di L )
Iao >Jb0

quindi la funzione 1, Hep) (5 (n,v,8) (1,
IaO"]bO ’ Ia()"]b()
appartiene a LY (L T R™). Si ha, pertanto, il seguente
Teorema 5.2. Sia p € [1, +oo[. Dati (ay, by), (a,b) € I x J, con ay < a,
by < b, per ogni (u, v, £) € LY ([0, +-00[, R") x LY ([0, +-00[, R") x R" risulta

Aéao,bo),(a,b)(lu’ v,§) = lLIaoijO H(a,b)( S (uw,,8)).

Di conseguenza, dato che, per ogni (x, 1) € E;”))loc ed ogni

(1, v, £) € L ([0, +00[, R") x L ([0, +-00[, R") x R" ,
si ha

+00

+00
<(x,n),(u,v,é‘)>=/ M*(t)x’(t)dt+/ V¥ (1) dt + £ x(0),
0 0

sussiste il
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Teorema 5.3. Sia p € [1, +oo[. Dati (ag, by), (a,b) € I x J, con ay < a,
bo<b,eU L (L R™), si ha

loc\™=1,7°

CO(A g, b0),(a, ) U) =
+00 +00
= {(x,n)e E;’f)loc : / M*(t)x’(t)dt+/ v () dt + E* x(0) <
0 0

< sup // H{;)b)(u, v; (u, v, U (u, v) dudv
L

UeU
lag Ty,

V(u, v, £) € LP ([0, +o00[, R") x L' ([0, +oo[, R") x R”} .

6. Problemi di controllo con luogo iniziale variabile.

Fissati il luogo finale /(a, b), con (a, b) € I x J,lo stato iniziale (¢g, Vo) €
E;’f)loc e I’insieme dei controlli U € L{ (L, ,, R™), consideriamo, relativamen-
te al processo di controllo (E), i seguenti due problemi di controllo con luogo

iniziale I(ag, by) variabile.
Problema 6.1. (Controllabilita esatta con luogo iniziale variabile.)

Siano dati (a, b) € I x J, (¢, ¥o) € B} e U S LE (L, ,, R™). Per ogni

(x,n) e &, loc trovare (ag,bo)el x J,ag <a, by <b,e U e U taliche

Ya,»2( ;5 (ao, bo), (o, ¥o), U) = (x,n).

Ovviamente si ha la

Proposizione 6.1. I/ Problema 6.1 ha soluzione se e solo se

6.1) L Ao, bo). (@, b): (9o, o). U) = ED). -
(ao.bo)bel ><bj
ap=a,bp=

E altresi ovvio che per la validita della (6.1) ¢ sufficiente che esista
(ag,bo)e Il x J,ag < a, by < b, tale che

6.2) A((@o, bo), (@, b); (@0, Yo), U) = EV). .

mentre il seguente esempio mostra che questa condizione non ¢, perd, necessa-
ria.
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Esempio 6.1. Siano / = J = R;n =m =1; A = B = C = 0 (quindi
V(u,v;x,y) = 1in R*); F = 1; cio& consideriamo il processo di controllo
scalare

(6.3) oy = Ux,y) q.0. (x,y)eR? .

Siano, inoltre, (a, b)) = (0,0), (¢o, %) = (0, 0) I'elemento nullodi E')) . e

~p,loc

64) U = (UeLl (RY):|U(x, )| < 1qo.x,y)e]—o00,0[x]— o0, 0[}.

loc

Dimostriamo che il Problema 6.1 ha soluzione.

Fissato ()(, 1) € E;"))loc, scegliamo (ag, bg) € R?, ag < 0, by < 0, tale che

aobo > [X(0)].
Ricordato che, per ogni U € U, si ha

x pry
z(x, y; (ao, by), (0,0),U) = / / U(u, v)dudv
ap b()

Y (x, y) € [ag, +oo[x[bgy, +00[

e posto, per brevita,

(6.5) Y0,02(-; (ao, bo), (0,0), U) = (¢, V),
vale a dire
t 0
(6.6) o) = // U(u,v)dudv Ytel0,+oo[ ,
ap b()
0 pt
(6.7) v(t) = / / U, v)dudv Vtel0,+oo[ ,
ap b()

osserviamo che, se si fissa U € U in modo che

(0
©6.8) Ulr, y) = % q.0. (x, y) € [do, O[x [bo, O]

(ci> che & possibile in quanto ‘%‘ < 1), risulta 0(0) = 7(0), ¥(0) = 7(0).
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Pertanto, al fine di avere ¢ = , & sufficiente che sia ¢’ = ', cioe

0
(6.9 / U(t,v)dv = X' (1) q.o.t [0, +oo[ .
bo

Per la validita della (6.9) basta scegliere U € U in modo che si abbia

X (x)
(6.10) Ux,y) = — b q.0. (x, y) €0, +-00[x[bo, O[ .
0
Analogamente, per ottenere che sia pure ' = 77, & sufficiente prendere

U € U in modo che si abbia

6.11) Ux,y) = UAS)
ao

q.0. (x, y) € [agp, O[ X [0, +o0[ .

In definitiva, scegliendo, come ¢ possibile, U € U tale che siano verificate
le (6.8), (6.10) e (6.11), risulta (¢, ¥) = (X, n).

Infine, per verificare che non esiste alcun punto (ag, by) € ] — o0, 0] X
] — o0, 0] per il quale sia valida la (6.2), basta osservare che, se (ag, by) € un
arbitrario punto di ] — 00, 0]x] — o0, 0], dalle (6.4) e (6.6) si ricava

PO < aho (g, ¥) € Al(ag, bo), (0, 0; (0,0), U)
e quindi A((ag, bo), (0, 0); (0, 0), U) # =(1)

~p,loc *
Com’¢ usuale per i processi di controllo con parametri distribuiti, in cui
lo spazio degli stati ¢ ad infinite dimensioni, ¢ importante considerare, oltre al

problema di tipo esatto, anche la corrispondente versione approssimata.

Problema 6.2. (Controllabilita approssimata con luogo iniziale variabile.)

Siano dati (a,b) € I x J, (g0, Y0) € EV}o, e U S LI (L, ,,R™). Per
ogni (x,n) € E;")loc, ogni seminorma 7, , su E;”)loc ed ogni ¢ > 0 trovare

(ag,bo)el x J,ag <a, by <b,e U e U tali che

A, B(Va,p)2( -5 (a0, bo), (o, ¥0), U) — (x,m) < € .

Data la natura delle seminorme w4 p la richiesta del Problema 6.2 & quella
di trovare, per ogni elemento (x, n) dello spazio E;”))loc ed ogni intorno O di
(x,n), un punto (ag, bop) e I x J, ay < a, by < b, ed un controllo U € U tali
che

Ya,»2( ;5 (@0, bo), (@0, Yo), U) € O ;

dunque si ha la
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Proposizione 6.2. I/ Problema 6.2 ha soluzione se e solo se I’insieme

L Ao, bo). (@, b); (o, %), W)

(aq,bo)el xJ
ag =a,by <b

:\(n)

e denso in B loc-

Naturalmente, la risolubilita del Problema 6.1 implica la risolubilita del
Problema 6.2. 1l successivo esempio mostra che non ¢ vero il viceversa.

Esempio 6.2. Consideriamo lo stesso processo di controllo scalare (6.3) dell’E-
sempio 6.1 e siano, ancora, (a, b) = (0, 0), (¢o, Y¥o) = (0, 0), mentre I’insieme
dei controlli disponibili ¢

(6.12) U ={UeL? (RY) : |Ux,y) <1 qo.(x,y)eR?} .

loc

Dimostriamo che il Problema 6.1 non ha soluzione. A tale scopo basta os-
servare che, per ogni (ag, by) € ] — 00, 0]x] — 00, 0] ed ogni ogni (¢, V) €
A((ag, by), (0, 0); (0,0), W), dalle (6.6) e (6.12) si ottiene

0
6.13) @' < | [U(z, v)|dv| < |bolt q.0.t € [0, +o0[
bo

€, conseguentemente,

U Ao, bo). 0,0): 0,0), wy # EY .

a9=0,by=0

Dimostriamo adesso che il Problema 6.2 ha soluzione. Fissiamo un ele-

— =) - =0
mento (},7n) € B, Joc» UNA seminorma ma g su &, .., Un numero & > 0 ed

osserviamo che non ¢ restrittivo supporre che sia
A =10,n[, B =]0,%[.

Denotato con p un arbitrario numero positivo, siano «, 8 € L*(]0, +o0[)
due funzioni tali che

lo — X' Nleeqoan <P a(t) = 0 qo.t > 1,

18— Nlerqonn <P B() =0 qo.t > 1,
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=)

ed indichiamo con (1, 1) ’elemento di E »Joc definito nel modo seguente:

() = 0+ / a(s)ds  Viel0, +oof ,
0

ni(t) = 7(0)+/t,3(s)ds Vit e[0, +oof .
A questo punto fissiamo (ay, l(;o) €] —00,0[x] — o0, 0 in modo che
aoby = [XO)| ,
laol = |B(®)] q.0.1€]0,+00[ , [bo| = |a()| q.0.7€]0, +o0[

ed osserviamo che, scegliendo il controllo U € U in modo da aversi

% (0
UGx.y) = % q.0. (x. y) € [an, O[x[by. O[ .
Ukx,y) = —% q.o. (x, ¥) € [0, +o0[x[bg, O[ ,
Ukx,y) = —% q.0. (x, y) € [ap, O[x[0, +o0[ ,

risulta, con le stesse notazioni (6.5), (6.6) e (6.7) dell’Esempio 6.1,
(0, ¥) = (X1, m1) -

Denotata con ka p una costante tale da aversi

waB(X,N) =< kA,B(lX(O)l + X N ereay + ||77/||LP(B)> Y(x,n) e E;],)loc )
si ha allora

nA,B(V(0,0)Z( 5 (a()v bO)v (07 0)7 U) - (77 ﬁ)) = nA,B((X] ’ 771) - (77 ﬁ)) =

< kan(lle = Tl + 18 = Tllow) < 20kan -

da cui, scegliendo p > 0 in modo che 2pka p < €, si ottiene la tesi.

Osservazione 6.1. Analogamente a quanto osservato relativamente al Problema
6.1, una ovvia condizione sufficiente per la risolubilita del Problema 6.2 ¢ che
esista (ap, bp) €I x J, ap < a, by < b, tale che A((ao, by), (a, b); (¢o, Vo), U)

~

sia denso in a;")loc; tale condizione non ¢, perd, necessaria, come si evince, per
la (6.13), anche dal precedente Esempio 6.2.
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7. Sulla risolubilita del Problema 6.2.

In questo n. 7 stabiliamo una condizione necessaria e sufficiente per la
risolubilita del Problema 6.2 nel caso in cui (¢, ) € ’elemento nullo di E;”))loc
e U ¢ la palla unitaria di LY(L, ,,R™) con ¢ € [p, +oc]. Tale condizione si

esprime mediante il funzionale

(v, 8) = Hep(5 (1, v,8))

1,J’

dato dalla (5.1).

E interessante osservare che la condizione, similmente a quanto avviene
per i processi di controllo con parametri concentrati (si vedano in proposito i
Teoremi I1.2.1 e VI.5.1 di R. Conti [1]) ¢ analoga alla condizione necessaria e
sufficiente di completa approssimata controllabilita con luogo iniziale /(ag, by)
e luogo finale /(a, b) fissati, stabilitain G. Pulvirenti - G. Santagati [4], Teorema
6.1.

Teorema 7.1. Sia 1 < p < 4o00. Siano inoltre: (a,b) e I x J, (¢o, Yo) =

> = (n)
(0, 0) I’elemento nullo di apn)loc e

U=1U, ={UeL] (L

loc

L B U, R < 1)

con q € [p, +00].
Condizione necessaria e sufficiente affinche il Problema 6.2 abbia soluzio-
ne é che risulti

(7.1) // |Ha,py(u, v (1, v, EN dudv = +o0
Lyy

V(u, v, €) € L (10, +ool, R") x LY (10, +oo[, R") x R" \ {0} ,
essendo q' I’esponente coniugato di q.
Dimostrazione. La condizione ¢ necessaria. Supponiamo che il Problema

6.2 abbia soluzione e, per assurdo, esista (&, 7, ) € Lfl([O, +oo[, R") x
L7 ([0, +oo[, R") x R" \ {0} tale che

// |Ha.p)(ut, v; (12, v, ENY dudv = k < +o0.
Ly g

Per la continuita del funzionale lineare (i, V, &) e per la natura delle

. g(”)
seminorme Su =) loc

positiva c tali che

~

esistono una seminorma 7 su a;")loc ed una costante

| <0G @V E) > < en(x,m)  VOLmMEE) .-
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Sia r > 0. Poiche (i, v, E) ¢ un funzionale lineare non nullo su E;"))loc,
esiste (X, 7) € E;"))loc tale che
_ <
(7.2) <M v, 8) >>r+k" .

Poiche il Problema 6.2 ha soluzione, in corrispondenza dell’elemento

— — —~(n) . .y r .
X, mek ».1oc della seminorma 7 e del numero positivo -, esistono un punto

(ap,bp) € I x J, ay < a, by < b, ed un elemento (x,n) dell’insieme
raggiungibile
‘A((a07 bO)v (av b)v (07 0)7 uq) = A((lo,bq),(a,b) uq

tali che -
7((x,m—0Lm) < e

Si ha allora, per il Teorema 5.3,
<G (V.8 > =
=<@M— G @Y,E >+ < (x, 0, (7,8 > <

S Cn((Yv ﬁ) - (X’ 77)) + Sup // H(Z)b)(uv U; (ﬁv vv g))U(uv U) dudv <
L

UEu(]
L
1

<r+ (// |H, e, v; (2, 7, EDY dudv) =r+k",
Ly g

¢i0 che contraddice la (7.2).
La condizione ¢ sufficiente.
Supponiamo che sia verificata la condizione (7.1) e, per assurdo, il Proble-

ma 6.2 non abbia soluzione, cioe esista un elemento (¥, 77) € E;’f)loc tale che

Ia())‘]b()
1

|H(Tl,b)(uv v; (ﬁv vv g))lql dudU) <

Ia()n]b()

(7.3) G ¢ U A(ag,bo).(a,b) Ug -

(aq,bo)el xJ
ag <a,by <b
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Osserviamo che, essendo U, un insieme convesso € A g, 4y),(,5) Un’appli-
cazione lineare, ciascuno degli insiemi A (), 5y),(a,5) Ug, (@0, bo) € I X J, ap < a,
by < b, & convesso.

: : / / " 1 / "

Osserviamo, inoltre, che da (ay, b)), (a,,by) € I x J, ay < a; =< a,
by < by < b, segue

Ay b)ab) Ug 2 Db ab) U s

infatti, se (X, 1) € Ay )., Uq, cio€ se esiste U” € U, tale che

XM = Vawi(-;(ay, by), (0,0),U"),
allora, posto

. 0 q.o. (x,y)eL[)j\Llag,Jbg ’
@Y =10y qo.(xy)e Ly, g,
0 0

siha U’ € U, e risulta

0 V(xv y)EL[a,)jb/ \Lla//,J ’
0

b
0 0 0

2(x, y; (ag, ), (0,0). U) = { z(x, y; (], bY), (0,0), U")
Y(x,y)eL

I// J// ’
ao’ b0

dunque

OGmM = Vanz(-5 (ag, by), (0,0), U") € Awyip.anUy -

Dalle precedenti osservazioni segue facilmente che I’'unione

U Awbo@nUy

(aq,bo)el xJ
ag =a,by <b

e, quindi, anche la sua chiusura sono insiemi convessi.
Dalla (7.3), per il teorema di separazione in senso stretto (N. Dunford - J.
T. Schwartz [3], Theorem V. 2.10), segue 1’esistenza di

(%, , £) € LY([0, +oo[, R") x LF ([0, 4+o0[, R") x R" \ {0}
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tale che

(7.4) <G, @V, 8> < <M (|7, &) >

Y(x.me U Aay.bo).a.b) Ug -

(ag.bp)el xJ
ag =a,by <b

D’altra parte, come verificheremo subito dopo, per ogni (ag, by) € I X J, a9 < a,
by < b, esiste (X0, 10) € Ay, by),(a,b) Ug Per cui risulta
(7.5)

< (X0, M), (W, 7, &) > = (//
L

e quindi, per la (7.4),

I

conseguentemente si ha, per I’arbitrarieta di (ay, by),

1

| Hia (1, v; (1, D, €))7 dudv)

Ia())‘]b()

1

|H(a,b)(uv v, (ﬁv vv g))lql dudv) < < (77 ﬁ)v (ﬁv vv g) >

IaO"]bO

/ / | Henut, v; (7,7, DI dudv < (< M, (77,9 >)"
Ly

ma cio contraddice la (7.1).
Verifichiamo, infine, la validita della (7.5). Si ha

1
q/
( // | Hay (. v; (2, 9, )| dudv) AHan( @V, =
L ap»Jby

Ia())‘]b()

T

. Sup // H(’Z)b)(uv U; (ﬁv vv g))[](l/h U) dudv =
VLt iy apy * L’aono

171 <1
Lq(L’a()-Jbo LRy

= sup // H, ), v; (12, 0, ENU(u, v)dudv =
L

UelU, Lag I

= sup //L llaonO(u, V) H, (1, v; (1L, V, ENU (u, v) dudv

UelU, 1.7
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e quindi, per il Teorema 5.2,

{ii

= Sup < U, Aztlo,bo),((l,b)(ﬁ’ ﬁ, g) > = Sup < A<a0>b0)><a>b)U’ (ﬁ, ﬁ, g) > .
UelU, UelU,

1

| Ha )1, v; (I, 7, €))|¢ dudv) =

Ia())‘]b()

D’altra parte I'insieme U, € L{ (L,,, R™) & chiuso, convesso e limitato
e, quindi, anche debolmente chiuso; di conseguenza, dato che 1< p <+o00, U,
risulta debolmente compatto (G. Pulvirenti - G. Santagati - A. Villani [5], Pro-
posizione 2.6), pertanto anche A 4, 4,5 U4 € debolmente compatto. Ne segue
che il funzionale lineare e [debolmente] continuo (1, 7, &) & dotato di massimo
nell’insieme A (), 5,),(a,5) Uq» Vale a dire esiste (X0, 70) € A(ag,bo),(a,b) Ug tale che

sup < Aay.bo).anyUs (W, U, &) >=< (x0, M0)> (&, ¥, &) >
UelU,

e quindi vale la (7.5).
Per i processi di controllo scalari del tipo
Zey = F(x, »)U(x, y) q.0. (x,y)eR?,
gia considerati in precedenti lavori (G. Pulvirenti - G. Santagati [4]; G. Pulvi-
renti - G. Santagati - A. Villani [5], [6]) e negli Esempi 6.1 e 6.2, il teorema

precedente acquista una formulazione che lo rende piu facilmente utilizzabile
nelle applicazioni. Si ha, infatti, in proposito il seguente

Corollario 7.1. Siano I = J = R;n = m =1; A = B = C = 0.
Supponiamo, inoltre, 1 < p < +00.
Dati (a, b) € R?, (¢o, ¥o) = (0, 0) elemento nullo di g e

~p,loc

U= Uy ={U el R): U, <1}

loc

con q € [ p, +0o0], il Problema 6.2 ha soluzione se e solo se valgono le condizioni

a b
(7.6) / / |F(u, v)|? dudv = o0,
—00 J —00
b !
(7.7) / |F(u, v)|? dv =+ qg.o.u>a,
—00
(7.8) / |F(u,v)|” du = 400  qo.v>b ,
—00

dove q' e I’esponente coniugato di q.
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Dimostrazione. Siha V(u,v;x,y) = 1 in R* e pertanto, per ogni (i, v, &) €
LY ([0, +o00[) x LY ([0, +00[) x R, risulta

§F(u, v)
q.0. (u,v) €] —o00,a[x] — oo, b[,

w(u — a)F(u, v)
Hia (it 3 (s v, £)) = q.o. (u, v) € [a, +00[x] — 00, b[,

viv — b)F(u, v)
q.o. (u,v) €] — 00, al[x[b, 400,

0 q.o. (u, v) € [a, +oo[x[b, 00| .

Supponiamo che il Problema 6.2 abbia soluzione. Dalla (7.1), prendendo
(u, v, &) = (0,0, 1), si ottiene subito la (7.6). Prendendo, invece, (u, v, &) =
(17,0,0), dove T & un arbitrario sottoinsieme limitato e misurabile di [0, 4-o0],
con m(T) > 0, si ottiene

b
// |F(a +t,v)|? dtdv = 40 ,
TJ —00

da cui, per I’arbitrarieta di T, con un facile ragionamento per assurdo si deduce
la (7.7). Analogamente si prova la (7.8).
Vicecersa, siano verificate le (7.6), (7.7), (7.8) e sia (u, v, &) un arbitrario

elemento non nullo di Lfl([O, +00[) x Lfl([O, +o0]) x R.
Se & # 0, dalla (7.6) si ottiene

a b
// | Hia (e, v; (0, v, €))7 dudv > / / |EF(u, v)|? dudv = +o0.
R2 —o0J —o0

Se u # 0, ciog u(t) # 0 in un insieme T C [0, +o0o[ di misura positiva,
dalla (7.7) si ricava

+o00 b
/ / | Hea i (tt, v: (o 0, EDIY dudv > / / u—a)F(u, v)|Y dudv >
R2 a —00

b
> / [m(u—a)w’/ |F(u,v)|q’dv}du = 400.
a+T

—0o0

Analogamente, se v # 0, la (7.8) implica che

// [Ha,p)(u, v (1, v, 5))|ql dudv = +o0.
RZ

Pertanto, in ogni caso, ¢ verificata la (7.1), cio¢ il Problema 6.2 ha soluzione.
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Osservazione 7.1. La risolubilita del Problema 6.2 nel caso dell’Esempio 6.2,
che abbiamo gia dimostrato direttamente, discende anche, limitatamente al caso
1 < p < 400, dal precedente Corollario 7.1.

8. Sulla risolubilita del Problema 6.1.

Ci occupiamo, adesso, dello studio del Problema 6.1, continuando a sup-
porre che (¢g, ¥p) sia l’elemento nullo di E;"))loc.

Verifichiamo preliminarmente che, considerando come insieme dei con-
trolli lo stesso insieme U, del Teorema 7.1, non ¢ possibile trovare condizioni
di risolubilita del Problema 6.1. Si ha, infatti, il seguente
Teorema 8.1. Siano: 1 < p < 400, (a,b) € I x J; (¢o, ¥vo) = (0,0)

’ . :\(n)
I’elemento nullo di €, e

U=1U, ={UelL (L, R": 10, gy < 1}
con q € [p, +00].

Allora il Problema 6.1 non ha soluzione.
Dimostrazione. L’insieme U, ¢ un sottoinsieme limitato di LY (L, ,R™).

loc\™~1,0°
Infatti, per ogni compatto K C L, ,, denotata con ¢, una costante tale che

1,772
”l”LP(]() S C]( ”l”L(I(]() Vl E Lq(K) ’

si ha, per la corrispondente seminorma 7, su L? (L

Toc R™), la seguente mag-
giorazione

1,0°

T, (U) = Ul pgmm < MUl ggmm = ¢k YUeU, .
Di conseguenza (Proposizione 5.1) anche

A (ag,by),(a,b) Uqg

:\(n)

€ un sottoinsieme limitato di & o>

I xJ,a9<a,by <b.

Ricordiamo inoltre che (come gia osservato nel corso della dimostrazione
della condizione sufficiente del Teorema 7.1), assegnato (a,b) € I x J, da
(ay, by), (ag, b)) el x J,ay < aj < a,b) < b <b,segue

qualunque siano i punti (ag, by), (a, b) €

A bp)ab) Ug 2 D bp)ab) Ug -
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Pertanto, fissata una sucessione {(ay, by)} di punti di / x J tale da aversi
akfa,bkfb VkeN
lim gy = infl, lim by = infJ
k— 00 k—00

e inoltre, qualora inf [ [risp. inf J] appartengaa I [risp. J],
a, = infl [risp. by = infJ]

per k sufficientemente grande, I’insieme

8.1 U Awsoan Uy

(ag.by)el xJ
ag =a,by <b

risulta uguale a
U Adwboraiy U »
keN

dunque ¢ unione numerabile di sottoinsiemi limitati di E<")loc.

Il successivo Lemma 8.1 implica allora che I’insieme (8.1) non puo coin-

: :\(n)
cidere con E ..

:\(n)

Lemma 8.1. Lo spazio E ».Joc ON & unione numerabile di insiemi limitati.

Dimostrazione. Sia {X;} una qualunque successione di sottoinsiemi limitati di
2™ Siha, per ogni k € N,

~p,loc"
Sk = sup n]k—l.k[.]k—l.k[(w’w) < +00.
(9, ¥)eXk

Considerato, allora, un elemento (¢, E) di E;"))loc tale che

[o'@®)] = s +1 qgo.telk—1,k[, Vke N,
risulta

— T — —
n]k—l.k[.]k—l.k[((p’ ‘/f) Z ||§0||W1.p(],(,,_k[_w) Z ”(p ”LP(]k—l_k[_]R") - Sk+1 VkEN

e pertanto (@, ¥) non appartiene a nessuno degli insiemi Xy.

Osserviamo, ancora, che la condizione (7.1), che serve a caratterizzare la
risolubilita del Problema 6.2 nel caso U = U, (e che ovviamente, per il teorema
precedente, non puo in tal caso garantire 1’esistenza di soluzioni del Problema
6.1), non ¢ da sola sufficiente per la risolubilta del Problema 6.1 neanche se
come insieme dei controlli ammissibili si assume Iintero spazio L{ (L, ,, R™).
Cio si evince dal seguente Esempio 8.1. L’ulteriore Esempio 8.2 mostrera,
poi, che la condizione (7.1) non & neanche necessaria per la risolubilta del

Problema 6.1.
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Esempio 8.1. Siano / = J =R;n =m =1; A = B = C = 0 (quindi
V(u,v;x,y)=1inR*);

sey <—x,

1
F(x’y):{o sey > —x.

Siano, inoltre, (a, b) = (0, 0) e (o, Vo) = (0, 0) I'elemento nullo di E")

~p,loc”

Dimostriamo che, qualunque sia I’esponente p € [1, 4+00], il Problema 6.1

con U = L{ (R?) non ha soluzione. Infatti, per ogni (o, by) € R?, ag < 0,

by <0, edogni U e L (R?), posto (come nella (6.5))

loc

V(O,O)Z( S (aOv bO)v (07 0)7 U) = ((pv '(/f),

si ha Lo
o) = // F@u, vU@u,v)dudv Vtel0,4oo[,
ap b()
0 pt
() = / / F@u, v)U@u,v)dudv Vtel0,4oo[,
ap b()
quindi
0
o) = / F(t,0)U(t,v)dv q.o.t€[0,+oo[,
bo
0
Y(t) = / F(u,t)U(u,t)du q.0.t€[0, +oo[ ,
da cui

¢'(t) =0 qo.te[—by,+oo[ , Y'(t) = 0 q.o.t€[—agy, +o0[,

pertanto le funzioni ¢ e ¥ sono costanti negli intervalli [—bg, +00[ e
[—ag, +oo[, rispettivamente. Ne segue che ¢

L A@o. ko). 0.0): 0,0), LL®R») # EV). .

a9=0,by=<0

ciog il Problema 6.1 non ha soluzione.

Tuttavia, la condizione (7.1) ¢ soddisfatta qualunque sia ¢’ € [1, +00[. Per
verificare ci0 osserviamo che valgono, ovviamente, le condizioni (7.6) — (7.8),
quindi, fissato un qualunque p € |1, g[ (¢ I’esponente coniugato di ¢’), per
il Corollario 7.1 il Problema 6.2 ha soluzione con U = U, e dunque, per il
Teorema 7.1, vale la (7.1).
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Quanto precedentemente osservato mostra che, al fine di ottenere delle con-
dizioni di risolubilta del Problema 6.1, oltre a considerare un adeguato insieme
di controlli ammissibili pit ampio di U, occorre anche introdurre ulteriori ipo-
tesi sui dati. A tale scopo, analogamente a quanto fatto in A. Villani [11] in
occasione della condizione di controllabilita completa esatta con luogo iniziale
e finale assegnati, introdurremo opportune ipotesi di invertibilita della matrice
F in un appropriato sottoinsieme di L, , per pervenire ad una condizione ne-
cessaria e sufficiente di risolubilta del Problema 6.1 che si esprime mediante un
integrale costruito a partire dai dati e che presenta, nei riguardi della condizio-
ne i) di A. Villani [11], Teorema 6.1, lo stesso tipo di analogia gia osservato,
nel numero precedente, a proposito della (7.1) nei riguardi della condizione di
controllabilita completa approssimata di G. Pulvirenti - G. Santagati [4].

Teorema 8.2. Siano: 1 < p < +o00; (a,b) € I x J; (¢o, ¥o) = (0,0)

’ . g(”)
I’elemento nullo di €, e

U = uq)m)b) = {UELP (L

loc

R™) U] <1

Ly’ L4(L; ;N(1—00.alx]~00,b]). RM™)

conq €[p,+o0], g > 1.
Sia inoltre verificata la seguente ipotesi:

(I) Esistano una matrice funzione F* € Ly (L, ,, R™™"), due successioni
numeriche {ay}, {by}, crescenti e divergenti, con a; = a, by = b, e due

successioni di intervalli

{lag. a1}, {Ibg, DT}

con
infb,eJ, supb, <b,
keN keN
infa, el , supa <a,
keN keN

tali che

F(x,)Ft(x,y) =1

q.0.(x,y)€ (U (lax, axs11 x [by, b;’!])) U (U (lag, a1 x b, bk+]])> :

k=1 k=1

Condizione necessaria e sufficiente affinche il Problema 6.1 abbia soluzio-
ne é che risulti

(8.2) // |E*V (u, v; a, b)F(u, v)|q/ dudv = +oo VEeR"\ {0},
L

I)Jﬂ(]foo,a]xlfoo,b])

essendo q' I’esponente coniugato di q.
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Dimostrazione. Proviamo innanzitutto che, indipendentemente dall’ipotesi (I),
la validita della (8.2) equivale al sussistere dell’'uguaglianza

(8.3) U 2@ b: (ao. bo). 0.0). Ugupy) = R".

(aq,bo)el xJ
ag <a,by <b

A tale scopo, possiamo adoperare lo stesso procedimento usato, nel caso di
processi di controllo con parametri concentrati, in R. Conti [1], Teorema VL.5.1.

Precisamente, cominciamo con 1’osservare preliminarmente che, fissato
(ag,bg) € I x J, ap < a, by < b, ed indicato con A un elemento di R", si
ha

(8.4) A € za, b; (ag, bo), (0, 0), Uy ap)
! a b ’
— |E*A|1 5/ |E*V (u, v a, b)F(u, v)|" dudv VEeR".
ap b()

Cio ¢ ovvio nel caso in cui € ay = a oppure by = b. Altrimenti, denotata con
Biay,by),(a,b),q 12 palla unitaria di L([ag, a] x [bo, b], R™), cio¢ posto

By boyabr.g = (U € Li(lag, a] x [bo, b], R™) : |U | <1},

L4([ag.alx[by.bLRM)

osserviamo che
z(a, b; (ao, bo), (0,0), Uy, @a,p) =

a prb
= {// V(u,v;a,b)F(u,v)U(u, v)dudv : Ue‘uq,m,b)} =
ap b()

a rb
= {// V(u,v;a,b)F(u,v)U(u, v)dudv : U€B<a0,b0),<a,b),q} =
ap b()

= Gap.bo).(a.b).¢(Bag.bo).(@.b).q) -
dove Gyy,py).(a,b),g € l'applicazione lineare e continua, da L7([ag,a] x
[bo, ], R™) in R", definita mediante la posizione

a prb
G (a,b0).(a,b),g(U) = / / V(u,v;a,b)F(u,v)U(u, v)dudv
ap b()

VU € Li([ay, a] x [bo, b], R") .
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Di conseguenza, se ¢ < +00, dato che By p)),(a,5),4 € Un sottoinsieme debol-
mente compatto di L9([ay, a] X [by, b], R™), 'insieme z(a, b; (ag, by), (0, 0),
Uy, (a,)) € un sottoinsieme compatto, e quindi chiuso, di R". Alla stessa con-
clusione si perviene nel caso ¢ = +oo dato che I'insieme By p,),(a,b),00 €
debolmente® compatto e 1’applicazione G (4 ), (a,5),00» COMe immediatamente
si verifica, &€ debolmente* continua. Poiché I’insieme

z(a, b; (ao, bo), (0,0), Uy @,p) = Gag,bo).(a.b),¢(Bag,bo),(a,b),q)

¢ anche convesso, I’appartenenza ad esso di un elemento X € R” si caratterizza
(cfr., ad es., G. Pulvirenti - G. Santagati - A. Villani [5], Proposizione 5.1)
mediante la sua funzione di appoggio, cio¢ si ha

A€ z(a, b; (ag, by), (0, 0), uq)m)b)) —

> E'A < sup{&*S: 8 eza, b; (ap, bo), (0,0), Uy a,p)} VEER",

da cui, tenendo presente che

sup{€*8 : § € z(a, b; (ao, by), (0, 0), Uy (p)} =

a pb
= sup { / / £V (u, v; a, b)F(u, v)Uu, v)dudv : Ue B<a0,b0),<a,b),q} =
ap b()

= V(- ;a,b)F| =

L4 (lag,alx b, b1, R™M)

1
7

a pb ) 4
= (/ |E*V (u, v; a, b)F (u, v)|" dudv) ,

0 by

si deduce la (8.4).
Proviamo adesso che la (8.3) implica la (8.2). 3
Ragionando per assurdo, supponiamo che esista & € R” \ {0} tale da aversi

// IE*V(u,v;a,b)F(u,v)f/ dudv = M < +o00,
Ly jn Q—co.alx]—00.b])

e quindi

a pb ,
/ |§*V(u, v;a,b)F(u, v)|q dudv < M,
ap b()
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perogni (ao, bo) € I XJ, ag < a, by < b;dalla(8.4) segue allora che, scegliendo
A € R" in modo che [E*A|Y > M, risulta

rg | 2a bi (@, bo). (0.0), Uy an) -

(aq,bo)el xJ
ag <a,by <b

ma cio contraddice la (8.3).

Viceversa, dalla (8.2) segue la (8.3). Infatti, fissato un qualunque AeR 1a
(8.2) implica, in particolare, che per ogni § e R", |§| = 1, esiste (ag, bs) € I x J,
ag < a, by < b tale che

a pb , _
/ IE*V (u, v;a, b)F(u, v)|" dudv > |4
ag J b
e quindi, per la continuita della funzione
a pb J/
5§ — / |6V (u, v;a, b)F(u,v)| dudv,
(lg bg
da R" in R, esiste pure un insieme aperto 2z € R", contenente &, tale che

a pb , _
/ 18*V (u, v; a, b)F (u, v)|" dudv > |x|7 V§e Q.
a

¢ J b

Dato che la famiglia di insiemi {Q: : & € R", |§] = 1} costituisce un
ricoprimento aperto del compatto {£ € R” : |£| = 1}, esistono &, ..., & e R",
&1l = ... = |&] = 1, taliche

{EER”:|S|:]}QQSIU...UQ&.
Posto B
E() = min{ag],...,a&}, b() = min{bgl,...,b&} y
perogni £ eR", |§| = 1,siha& € Q¢ perqualcher =1, ..., k e quindi
b

/_ | |§*V(u,v;a,b)F(u,v)lq/dudv >

0/ bo

a pb , _ _
> // IE¥V (u, v;a, b)F(u,v)|" dudv > A7 > |E*A|7 .
ag,J ber
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Abbiamo cosi provato che

a pb , —
/ | 1E*V(u,v;a, b)F(u,v)|" dudv > [E*A]7 VEeR", |&] = 1.

0 by

Ne segue che

a pb , —
/_ | |E*V(u,v;a, b)F(u,v)|" dudv > [E*A]7 VEeR",

0/ bo

vale a dire, per la (8.4),
L€ z(a, b; @o, bo), (0, 0), Uy a.p) -

Per Iarbitrarieta di A € R” concludiamo che vale la (8.3).

A questo punto, provata I’equivalenza tra la (8.2) e la (8.3), per dimostrare
la necessita della condizione (8.2) basta osservare che la risolubilita del Proble-
ma 6.1 implica, ovviamente, il verificarsi della (8.3).

Dimostriamo, infine, la sufficienza della condizione (8.2).

Sia (¥, 7) € B}

Poiche per ipotesi ¢ verificata la (8.2), per quanto dimostrato preliminar-
mente vale pure la (8.3), cio¢ esistono (ag, bp) € I x J, ayp < a, by < b e
Uy € uq)m)b) tali che

z(a, b; (ao, bo), (0, 0), Up) = X(0).

Osserviamo che, analogamente a quanto rilevato a proposito di U, nel
corso della dimostrazione del Teorema 7.1, da (ay, by), (a), by) € I x J, a; <
aj < a, by <bj < b,segue

Ao b)) (a,0) Ug,aby 2 Dl o).y Ug,ab) »
cio¢
e>4'((a(/)v b(/))v (av b)v (07 0)7 uq,((l,b)) 2 e74'((61(/)/7 b(/)/)v (av b)v (07 0)7 uq,(a,b)) .

Per la precedente osservazione e per le proprieta che hanno le successioni
di intervalli {[a, a1}, {[b}., b1}, possiamo supporre che

bo < infb., ag< infal .
~ ken K ~ keN K
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Inoltre, poiche dalla (8.2) segue ovviamente che b > infJ e a > infl,
possiamo supporre anche che by < b, ay < a.

Adoperando allora lo stesso procedimento usato in A. Villani [11], Teore-
ma 6.1, si prova che, posto

R =lar, ag[x1bo. bl . R =lao. alx1b bl . keN,
e denotando ancora con P (cfr. la (3.2) del n. 3) I’operatore differenziale
w— Pw = wy, + Aw, + Bw, +Cw ,

lineare e continuo da W;(R<i), R™) in LP(R<i), R",i = 1,2, keN, esistono
quattro successioni
1 1
. W,

=), Uy,
con
(i) x, p) mn (i) pep@ mm .
7z €WH(R,RY, U el”(R,R"), i=1,2, keN,

tali che, per ogni k € N, si ha

PZ"x, y) = Fx, pUPx, y) q.0. (x,y) e Ry,

8.5 120,k =0, 2. b) = X(x —a)  Vx€law. awl,
2@, y) = 2V (@, y) Vy € [bo, b],
(PZP)x,y) = Fx, NUP(x, y) q.0. (x, y) € R?,

2 _

8.5 1P, y) =0, 2P y) =70 —b)  Vyelb bl
270, b)) = 27, (x, by Vy € lao, al,

avendo indicato con zé)]) = zé)z) la restrizione di z(-; (ao, by), (0, 0), Uy) al

rettangolo Ry =Jag, a[x]by, bl.

Per dimostrare 1’esistenza delle successioni {zi])} e {U,E])} cominciamo
con il costruire zgl) e U]“). Supponiamo, per fissare le idee, che sia by < b},
b! < b. Dal Theorem 5 di M. B. Suryanarayana [9] segue l’esistenza di

w; € W;(]a] , az[ X 1bg, b;[, R™), w, € W;(]a] , az[X]b;/, b[, R") tali che

(Pwi)(x,y) = F(x, y)Up(x, y) q.o. (x, y) € lay, ax[x1bo, bi[,
wi(x,by) =0 Vxela, az],
wi(ar, y) = z5(a. y) Vy € [bo, b]],
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(Pwp)(x,y) = F(x, y)Up(x, y) q.0. (x, y) € lay, ax[ x1b7, b,
wa(x, b) = X(x —a) Vx €lay, az],
walar, y) = 25 (ar, ) Vy e b, bl;
dal Lemma 6.1 di A. Villani [11] si ottiene 1’esistenza di ws € W;‘(]a] , ap[ X
16, b{[, R") tale che
ws(x, b)) = wi(x, b)), wi(x, b)) = wa(x, b)) Vx €lay, ayl,
wi(ar, y) = zy(ar, y) Vyelb). bl

posto, allora,

U)](x, )’) V(xv y)e]a]vaZ[X]bOvb;[’
2V, y) = { wsx, y) V(x,y) € lai, apl X1}, b1,
wo(x, y) Y(x,y)€ lai, ax[x]b], bl,

Up(x, y) q.o. (x,y)€ R\ (Jar, as[x 16}, BYD),

U, y) = N o
F (xvy)(Pw3)(xvy) qO (x7)’)€]a],az[x]b]7b][,

risulta zgl) € W;(Rgl), R™), U]“) € LP(R?), R™) e valgono le (8.5)21). La costru-

zione si semplifica in modo ovvio se b| = by 0 b = b.

Con lo stesso procedimento, a partire da zgl) si costruiscono z<2]) € Ué])

verificanti le (8.5);]) e, in generale, a partire da zfjl si costruiscono zi]) € U,E])
verificanti le (8.5)5(]).

L’esistenza delle successioni {zf)} e {U,EZ)} si dimostra in maniera perfet-
tamente analoga.

Posto, allora,

Uo(x, y) qo.(x,y)eL,,N(] —o0,alx]— oo, b)),

. UP(x,y)  qo.(x,y)eR", i=1,2, keN,
U(xv )’) = 0

qo. (x.eL, ,\ ((] — 50, a]x] — 00, b]) U ( U R,ﬁ”)),

i=1,2
keN

si ha, ovviamente, U € Uy, (a,p) € risulta
2(x, y; (a0, bo), (0,0), U) = 2’ (x, y)

Vx,y)eR",i=1,2, keN,
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dunque
2(x, b; (ag, bo), (0,0), U) = X(x —a) Vx €la, +oof ,
za, y; (ao, bo), (0,0), U) = 7(y —b) Vyelb, +ool,

cioe
Ya.n( -5 (ao, by), (0,0),U) = (x, 7).
Il teorema € cosi dimostrato.

Osservazione 8.1. E evidente che, qualunque sia ¢’ € [1, +o0ol, il verificarsi
della (7.1) implica il verificarsi della (8.2) (basta assumere, nella (7.1), u = v =
0). Osserviamo pero che non ¢ lecito, nell’enunciato del Teorema 8.2, sostituire
la (8.2) con la (7.1). Cio segue dal successivo esempio.

Esempio 8.2. Siano / = J =R;n =m =1; A = B = C = 0 (quindi
V(u,v;x,y)=1inR*);

Fix. y) 1 sexy > —1,
xX,y) =
Y 0 sexy < —1.

Siano, inoltre, (a, b) = (0, 0) e (g0, ¥o) = (0, 0) I'elemento nullodi '} .

Siano, infine, p € 11, +00[, g € [p, +o0] € U = Uy, (0,0)-

E immediato verificare che I’ipotesi (I) e la condizione (8.2) sono soddi-
sfatte. Pertanto, per il teorema precedente, il Problema (6.1) ha soluzione.

Invece, la condizione (7.1) non ¢ soddisfatta. Infatti in questo caso non
sono verificate la (7.7) e la (7.8), dunque (Corollario 7.1) il Problema 6.2 con
U = U, non ha soluzione e quindi (Teorema 7.1) la (7.1) non ¢ verificata.

Osservazione 8.2. La risolubilita del Problema 6.1 nel caso dell’Esempio 6.1,
gia acquisita con un ragionamento diretto, si puo dedurre anche dal Teorema
8.2.

Osservazione 8.3. Anche la non risolubilita del Problema 6.1 nel caso dell’E-
sempio 6.2, che abbiamo dimostrato direttamente, si puo ottenere applicando il
Teorema 8.2.
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9. Permanenza della risolubilita dei Problemi 6.1 e 6.2 al variare di l(a, b).

In questo numero esaminiamo la possibilita di dedurre dalla risolubilita del
Problema 6.1, ovvero del Problema 6.2, rispetto al luogo finale assegnato I(a, b),
la risolubilita dello stesso problema rispetto ad un altro luogo finale assegnato
l(d,b).

A tale scopo ci sara utile introdurre la seguente definizione.

Definizione 9.1. (Proprieta di 0-incollamento). L’insieme U C Lﬁ)c(L,_ ,, R™)
ha la proprieta di O-incollamento (zero-incollamento) se per ogni insieme

misurabile Y € L, , siha

UelU = 1,UeU.

Ad esempio gli insiemi U, e Uy (4,5), considerati nei numeri precedenti,
hanno la proprieta di 0-incollamento.

L’ipotesi che I’insieme dei controlli U abbia la proprieta di 0-incollamento
ci permette di provare che, analogamente a quanto si ¢ verificato a proposito
della controllabilita completa, esatta o approssimata, (A. Villani [11], Teorema
5.1 e G. Pulvirenti - G. Santagati [4], Teorema 5.1), la risolubilita del Problema
6.1 e quella del Problema 6.2 sono proprieta che permangono al “crescere” dei
parametri a e b.

Si ha infatti il seguente teorema.

Teorema 9.1. Siano dati (a,b)€ I x J, (g0, %o) € EV)o, U S LI (L, ,, R™)

e supponiamo inoltre che l’insieme U abbia la proprieta di 0-incollamento.
Allora la risolubilita del Problema 6.1, ovvero del Problema 6.2, rispetto

al luogo finale l(a, b) implica la risolubilita dello stesso problema rispetto ad

un qualunque luogo finale l(a’, b") con (a’,b’) € I x J tale che a’ > a, b’ > b.
Dimostrazione. Sia (a’,b'Yel x J,a' > a, b’ > b. Osserviamo che (cfr. il n.
4) I’applicazione

x,m — z(-;(a,b), (x,n),0)

N : g(”) : *
¢ lineare e continua da &, in W, (L
:\(n)

&, loc i 8¢, definita ponendo

ny. 1
sy R"); di conseguenza (Teorema

2.7) anche ’applicazione g, da

80X = Vawa(-1 (@ b). (x.m.0)  V(x.meE.
¢ lineare e continua. Tale applicazione, inoltre, & surgettiva; infatti, dato (), ) €
E;"))loc, fissata in corrispondenza (n. 4) una funzione z € W (L, ,, R") soluzio-
ne dell’equazione Pz = 0 verificante la condizione y(, ,n2 = (X, 7) € posto

(XM = Via.p?Z,risulta
.y @ h). (. 0) = Ty) Vel
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e quindi

gx.-m = ..

Dall’ipotesi di O-incollamento segue che per ogni (ag, bg) € I x J, ay < a,
by < b, risulta

g(A((ao, bo), (a, b); (o, Y0), W) S A((ao, bo), (@', b'); (w0, Yo), W) ;

infatti, se (x, n) € A((ag, bo), (a, b); (pg, ¥o), U), cioe esiste U € U tale che

(X! 77) = V(a_mz( s (aOv bO)v ((p()v I/f())v U) s

posto
U, = lLlJ\L,an U,

sihalU;eUe

2(x, y; (ao, bo), (¢o, Vo), U)

se(x,y)e L,aOJb0 \L,an ,

2x, y; (a, b), (x,m),0)
se(x,y)e L,an ;

2(x, y; (ao, bo), (g0, Yo), U1) =

pertanto
g(Xv 77) = V(a/_qu( ) (av b)v (X! 77)’ 0) =

= Y, 25 (@0, bo), (9o, Y0), U1) € A((ao, bo), (@', b); (9o, Y0), W) .

Di conseguenza si ha

U &A@, bo). (a. b): (¢0. Y0). W) <

(aq,bo)el xJ
ag <a,by <b

< U Ao, bo). @, 0); (g0, o), W) <

(aqg.by)el xJ
ag <a,by <b

< U A, bo), @, b; (g0, o), W) .

(ag.bg)el xJ
ag<a’ by <t/

Supponiamo, adesso, che il Problema 6.1 sia risolubile rispetto al luogo
finale I(a, b), cioé I’insieme

O.1) U A((ao, bo), (a, b); (po, Yo), W)

(aq,bo)el xJ
ag <a,by <b
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coincida con E;"))loc. Dato che I’applicazione g ¢ surgettiva, I’insieme
©.2) g( U Al bo). @by (g0, b0, W) =
(ag.bg)el xJ
ag <a,by <b

= |J &A@ bo). (a. b): (g0, ¥0). W) ,

(ag,by)el xJ
ag <a,by <b

e quindi anche I’insieme

9.3) U A((ao, bo), (@', b); (o, Y0), W) ,

(ag.bo)el xJ
ag=<d’,by<b’

coincidono con E;"))loc, dunque il Problema 6.1 ¢ risolubile rispetto al luogo
finale I(a’, }').
Supponiamo, infine, che il Problema 6.2 sia risolubile rispetto al luogo

finale I(a, b), cioé I’insieme (9.1) sia denso in E;"))loc. Poiché 1’applicazione g
¢ continua e surgettiva anche I’insieme (9.2) ¢ denso in E<n,)10c§ la stessa cosa
puo allora dirsi dell’insieme (9.3), dunque il Problema 6.2 ¢ risolubile rispetto

al luogo finale [(a’, b"). Cid completa la dimostrazione.

Osservazione 9.1. Analogamente a quanto accade per la controllabilita com-
pleta esatta (A. Villani [11], Esempio 5.1) ovvero approssimata (G. Pulvirenti
- G. Santagati [4], Osservazione 5.1), la risolubilita del Problema 6.1, ovvero
del Problema 6.2, rispetto al luogo finale /(a, b), unitamente all’ipotesi di 0-
incollamento su U, non garantisce, in generale, 1’esistenza di un intorno O del
punto (a, b) tale che lo stesso problema sia pure risolubile rispetto ad ogni luogo
finale I(a’, b'), con (a’,b)Ye ON (I x J).
Si hanno in proposito i seguenti esempi.

Esempio 9.1. Consideriamo lo stesso processo di controllo scalare (6.3) dell’E-
sempio 6.1 e, fermi restando i dati (¢, o) = (0,0) e

U = Utoo0.0 = UELl R : [U,y) <1

loc
q.0. (xv )’)E]_ OOvO[X] —O0,0[} )

supponiamo che sia p < 4-00.
Studiamo la risolubilita del Problema 6.1 rispetto al luogo finale fissato
l(a', b)), con (a’, b)) e R
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Come abbiamo gia visto, il Problema 6.1 ¢ risolubile rispetto a /(0, 0)
e quindi, per il Teorema 9.1, rispetto ad ogni luogo finale I(a’, b'), (a', b') €
[0, +00[x]0, +o0]. E altresi facile provare che il Problema 6.1 & risolubile
rispetto al luogo finale I/(a’, b") anche nei casi (a/, b’) € | — o0, 0[x]0, +00[
oppure (a’, b') €10, +o0o[x] — oo, O[. Infatti, supponendo, ad esempio, che sia
(@', b') € ] —00,0[x]0, +00[, assegnato un qualunque stato finale (), 7) €
Ep)loc, se, in corrispondenza di (i, 1), si fissa il luogo iniziale /(ay, by) con
ap < a' e0 < by < b’ e sisceglie, come & certamente possibile, un controllo
Ue u+oo)<())()) tale che

_ x(0) ' /
U(xv )’) - (a, — a())(b/ — b()) q.o. (xv )’) € [a()v a [X[b()v b [ s
Ux.y) = Xb(%_bj) g.0. (x, y) €[d, +oo[x[bo, b'[ ,
(v — b
Ux,y) = ncf’yfao) q.0. (x, y) € [ag, d'[x[b', +o0[ ,

risulta
Y »)2( - (ao, bo), (0,0),U) = (X, n)

(per verificare ci0 basta adattare il ragionamento svolto nell’Esempio 6.1).
Proviamo che, invece, il Problema 6.1 non ¢ risolubile rispetto al luogo
finale I(a’, b') se (a’,b') € ] — 00, 0]x] — 00, 0] \ {(0, 0)}. Ovviamente, per il
Teorema (9.1), basta limitarci ai casi (a’,0), a’ <0e (0,5'), b’ < 0.
Consideriamo il caso (a’,0), a’ < 0. Fissati (ag, by) € R?, con ap < d/,
by <0,e U € U, posto, analogamente alla (6.5),

V(a’,O)Z( S (aOv bO)v (07 0)7 U) = ((pv I//) s

si ha
a+t p0
o(t) = / / U(u,v)dudv Vtel0,+oo[,
ap b()
e quindi
0
o'(t) = / U@ +t,v)dv q.o.tel0,+oo[,
bo
da cui

l'(t)] < —by q.0.t€[0,—d'[ ;
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conseguentemente, poiché p < 400,

U Ao, bo). @, 0% 0,0), Utoo00) # E e

ap=<a’,by<0

ciog il relativo Problema 6.1 non ha soluzione.

Analogamente si procede nel caso (0, b'), b’ < 0.

Da quanto osservato segue, in particolare, che il Problema 6.1 ¢ risolubile
rispetto a /(0, 0), ma non esiste alcun intorno @ di (0, 0) tale che il Problema
6.1 sia risolubile rispetto ad ogni luogo finale I(a’, b’), con (a’, b’) € O.

Studiamo adesso la risolubilita del Problema 6.2 rispetto al luogo finale
fissato I(a’, '), con (a’, b') € R2.

Si verifica facilmente che il Problema 6.2 ¢ risolubile rispetto ad un
qualunque luogo finale fissato [(a’, b’), con (a’, b’) e R?. Nel caso 1 < p < +00
cio segue dal Corollario 7.1, tenuto conto che Uyoo 0,00 2 Uioo; 1l caso

p = 1 sideduce dal caso 1 < p < +o0 in virtu della densita di E;]))loc, con
=)

Il <p<+o0,in & .

Esempio 9.2. Riprendiamo in esame il processo di controllo scalare dell’Esem-
pio 8.2
ny - F(xvy)U(xvy) q'O'(xvy)Esz

con
1 sexy > —1,

F(x, =
(x.) 0 sexy < —1,

e, fermo restando lo stato iniziale (¢g, ¥) = (0, 0), elemento nullo di E;]))loc,
assumiamo adesso come insieme dei controlli ammissibili U ’intero spazio
Li (R?), p e[1, +oc].

Studiamo il Problema 6.1.

Il Problema 6.1 ¢ risolubile rispetto al luogo finale (0, 0) (ci0 € un’ovvia
conseguenza di quanto provato nell’Esempio 8.2, nel quale U era un sottoin-
sieme proprio di L{ (R?)) e quindi, per il Teorema 9.1, rispetto ad ogni luogo
finale I(a’, b"), con (a’, b") € [0, +o0[ X [0, +00].

Dimostriamo che, invece, il Problema 6.1 non ¢ risolubile rispetto al luogo
finale I(a’, b') se a’ < 0 oppure b’ < 0.

Consideriamo il caso b’ < 0. Fissato un qualunque (ag, by) € R?, con
ap <d',by <Db',eposto

V((l’,b’)z( S (aOv bO)v (Ov 0)7 U) = (QD, I//) s
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si ha
a+t pb’
o) = / / F@u, vUu,v)dudv Vtel0,+oo[,
ap bo
quindi
b/
o'(t) = / F@@ +t,v)U(@ +t,v)dv q.o.t€[0,+oo[,
by
da cui

1
@'ty =0 q.0.t€ [max{O, —a' — E}’ +oo[ ,

dunque la funzione ¢ & costante in un intervallo; cid comporta che

U Ao, bo). (@, b; 0,0), LE®RY) # EV).

ap<a’,by<b’

cioe il relativo Problema 6.1 non ¢ risolubile.

Analogamente si procede nel caso a’ < 0.

Consideriamo adesso il Problema 6.2.

Ovviamente il Problema 6.2 ¢ risolubile se (a’, b’) € [0, +o00[ %[0, +o0l.
Proviamo che non &, invece, risolubile se @’ < 0 oppure b’ < 0. A tale scopo,
supponendo, ad esempio, che sia b’ < 0, basta riprendere il ragionamento svolto
a proposito del Problema 6.1 ed osservare inoltre che 1’intervallo

[max{O, —a — %}, +OO[ ,

nel quale la funzione ¢ risulta costante, dipende da (a’, b)) ma non da (ag, by).

Il precedente Esempio 9.2 mostra che, tanto per il Problema 6.1 quanto
per il 6.2, ¢ possibile che vi sia risolubilita rispetto ad un luogo finale assegnato
[(a, b), ma tale risolubilita venga a mancare non appena si consideri un qualsiasi
luogo finale assegnato [(a’, b") con @’ < a oppure b’ < b.

Un esempio dello stesso tenore, relativamente al Problema 6.2, ¢ il seguen-
te.

Esempio 9.3. Siano / = J =R;n =m =1; A = B = C = 0 (quindi
V(u,v; x,y)=1in R*); F = 1,, essendo Z I’insieme

Z:{(x,y)eRZ:x ZO}U{(x,y)eRzzy ZO}U{(x,y)eRzz x—y| < 1}.
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Sia, inoltre, (g, ¥o) = (0, 0) I’elemento nullo di E;]))loc.

Siano, infine, p € |1, +o0[, g € [p, +o0] e U = Uy.

Per il Teorema 8.1 il Problema 6.1 non ¢ risolubile rispetto ad alcun luogo
finale I(a’, b'), con (a’, b') € R?.

Dal Corollario 7.1 segue invece che il Problema 6.2 ¢ risolubile rispetto al
luogo finale I(a’, b’) se e soltanto se & (a’, b’) € [0, +00[ x[0, +00[; infatti se
(a’, b)) €0, +00[ %[0, +o0[ sono soddisfatte le condizioni (7.6), (7.7) e (7.8);
viceversa, se (a’, b') ¢ [0, +00[ %[0, +00[, ad es. poiché a’ < 0, allora non vale
la (7.7).

Osservazione 9.2. L’ipotesi di 0-incollamento dell’insieme U nel Teorema
9.1 ha un ruolo essenziale. Infatti, se I’insieme U non ha la proprieta di 0-
incollamento, allora ¢ possibile che il Problema 6.1 (ovvero il Problema 6.2) sia
risolubile rispetto al luogo finale I(a, b), ma non lo sia rispetto a qualche luogo
finale /(a’, b') con (a’,bYe I x J,a" > a, b’ > b. Cio segue dal successivo
Esempio 9.2 che mostra, addirittura, un caso in cui, tanto per il Problema 6.1
quanto per il Problema 6.2, vi € un unico luogo finale /(a, b) rispetto al quale si
ha risolubilita.

Esempio 9.4. Consideriamo lo stesso processo di controllo scalare (6.3) del-
I’Esempio 6.1 e, fermo restando lo stato iniziale (¢g, ¥o) = (0, 0), elemento

~

nullo di a;])loc, assumiamo adesso come insieme dei controlli ammissibili U il
loc(Rz) definito nel modo di seguito descritto.
Fissati i seguenti sottoinsiemi di R?:

sottoinsieme di L?

Q0 = [-1,0[ x[-1,0[,
X (x,9)eR> : x>0 1 . <0}
= 1(x, x>0, — < ,
1 y T y
) 1
X, = j(x,y)eR* : x>1,0<y< }
x+1
) 1
Yi = {(x,y)eR*: y>0, ——§x<0},
y+1
) 1
Y, = {(x,y)eR :y21,0§x<—},
y+1

=)

indichiamo, per ogni (x, 1) € &, o

con U, = I'elemento di L) (R?) definito
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ponendo
x(0) q.o.(x,y) €@,
(x+Dx'(x)  qo.(x,y)eX,
Dlx’ .0.
U, (6 y) = x4+ DIx' ™) qo.(x,y)e Xy,

+Dn'(y) qo.(x,y)e),
O+ D' qo.(x,y)e)s,

e diciamo U il sottoinsieme di L?

loc
. . . (D)
variare di (x, ) in &, .

(R?) formato da tutti gli elementi

235

0 q.o.(x,y)eRz\(QUX]UXZUY]UYZ)

U.  al

Gem

Faremo vedere che il Problema 6.1 (e quindi anche il Problema 6.2) ¢ riso-
lubile rispetto al luogo finale (0, 0) e che, viceversa, rispetto ad un qualunque
luogo finale /(a, b) diverso da [/(0, 0) non c’¢ risolubilita del Problema 6.2 (e

quindi neanche del Problema 6.1).

A tale scopo ricordiamo che, per il processo di controllo (6.3), per ogni

UelL?

loc

x pry
z(x, y; (ao, by), (0,0),U) = / / U(u, v)dudv
ap b()

Y (x, y) € lag, +00[x [bg, +00[

(S pertanto
V((l,b)z( B (aOv bO)v (07 0)7 U) = ((pv I//) s

dove (¢, ¥) & I’elemento di g2 dato da

~p,loc

a+t pb
o(t) = / / U(u,v)dudv Vtel0,+oo[,
ap b()

a pb+t
v(t) = / / U(u,v)dudv Ytel0,+oo[ ;
ap bo

conseguentemente si ha

b
@'(1) :/ U(a+t,v)dv q.o.tel0,+oo ,
bo

Y(t) = /aU(u,b+t)du g.0.t € [0, +o0o[ .

ao

(R?) ed ogni (ag, by), (a, b) e R?, con ay < a, by < b, si ha
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Proviamo che il Problema 6.1 ¢ risolubile rispetto al luogo finale /(0, 0)
facendo vedere che, se (ag, bg) = (—1, —1), & addirittura verificata la (6.2).
Infatti, assegnato un qualunque (x, 1) € E;]))loc, se prendiamo U = U, , si

ha, per ogni ¢ € [0, +o0],

t 0
o) = / / U(u,v)dudv =
—1J-1

0 0 t p0
= / / X(O)dudv+// (u+ Dyx'(w)dudv =
—1J-1 0J-—-4

= x(0)+/0 x'wydu = x(1)

e, analogamente, ¥ (¢) = n(t), pertanto (¢, ¥) = (X, n).
Ci0 prova la risolubilita del Problema 6.1 rispetto al luogo finale /(0, 0).

Dimostriamo adesso che rispetto ad un qualunque luogo finale I(a, b)
diverso da /(0, 0) il Problema 6.2 non ¢ risolubile.

Supponiamo, per fissare le idee, che sia a # 0 e distinguiamo i tre casi:
a < —1,—1 <a <0ea > 0.In maniera perfettamente analoga si procede se
b #0.

Se a < —1, allora & immediato verificare che, qualunque siano il controllo
U € U ed il luogo iniziale I(ag, by), con (ag, bg) € R? tale che ag < a e by < b,
risulta

Y(@) =0 Vrel0,+ool .

Cio implica, ovviamente, che il Problema 6.2 non ¢ risolubile.
Se —1 < a < 0, allora, osservato che I’insieme Y; puo scriversi

1
Y| = {(X,y)ERZ : —1§x<0,0§y§_i}’
X

si ha che, per q.o0. ¢ € [0, +o0] tale da aversi

a+1
b+t >—

e quindi anche

u—+1
b+t>—— Vuelay,a],
u

risulta, qualunque siano il controllo U € U ed il luogo iniziale [(ag, by), con
(ap, bo) e R? taleche ag < a e by < b,

Uwu,b+t) = 0 q.0.ué€lag,al
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e quindi
Y'(t) = 0.
Pertanto abbiamo che per ogni elemento (¢, ) dell’insieme
(9.4) U 4o, bo), (@, b); 0,0), U)
(ag,by)€R?

ag <a,by <b

la derivata ¥’ & quasi ovunque nulla nell’intervallo
1
] max{0, — 2% _ by, +oo[
a

(che dipende soltanto dal luogo finale /(a, b)). Ne segue facilmente che il
Problema 6.2 non ¢ risolubile rispetto a I(a, b).

Esaminiamo, infine, il caso a > 0. Per provare che il Problema 6.2 non
¢ risolubile facciamo vedere, questa volta, che esiste un intervallo ]y, +oo[ C
[0, +o0[, dipendente solo da (a, b), tale da aversi, per ogni elemento (¢, V)
dell’insieme (9.4),

Y (@) >0 qo.tely, +oof.

Da cio si deduce facilmente che il Problema (6.2) non ¢ risolubile rispetto a
l(a, b).

Sia
l—a
y = max{l — b, —b, 0},

sicché da t > y segue che ¢ pure

b+t 1 :

e — <
” b+t+1 ¢
Conseguentemente, per ogni controllo U = U, =~ € U, risulta, per q.0. 7 €
ly, +ool,
b+t+Dn'b+1) go.ue[—-(b+1t+1),0][,

Uu,b+t) = { b+t+Dn(b+1)| qo.uel0,b+rt+1],

0 qo.ue R\ [—(b+t+1),b+1t+1],

e da cio segue che & v/(¢) > 0; infatti, se ay < _17+]T+1’ si ha

V() = / UG b+ 1)du = /b UG b+ 1)du =

ao T britl
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0

(b+t+1)n’(b+t)du+/ b+t+Dn'®+1)|du =
0

T bl
=n'b+t)+ Inb+1 =0 ;

se < ag < 0, allora

1
T b+l

1

Y(t) = /m Uu,b+1t)du =

0

0 T
:/(b+t+1)n’(b+t)du +/ b+t+DInB+1)du =
ap 0
= laoln'b+1) + '+ = laoln’®+1) + IN'B+0)]) = 0 ;
infine, se ag > 0, risulta
Uu,b+1t) >0 q.0. u € [ay, a]

e quindi ¥'(r) > 0.

10. Icasia=sup I e b=sup J.

Mostriamo, infine, come I’ipotesi
(10.1) a < supl, b < supJ,

assunta a partire dal n. 5 per semplificare 1’esposizione, possa essere rimossa
nella trattazione sin qui svolta.

Per quanto riguarda il n. 5, cominciamo con 1’osservare che il suo conte-
nuto resta inalterato se invece della (10.1) ¢ verificata I’ipotesi pit debole

(10.2) ay < supl, by < supJ,
utilizzata nel n. 4.
Nel caso in cui neanche la (10.2) ¢ verificata, per riottenere i risultati del

n. 5 basta estendere quelli del n. 4. A tale scopo, continuando ad utilizzare il
simbolo L, , per denotare I"insieme
o

L,_J N ([a(), +OO[X[b(), +OO[)
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anche se gli insiemi /,,, J5, non sono entrambi intervalli non degeneri, notiamo
che le restrizioni all’insieme L,aO_Jb0 delle funzioni z € W, (L, ,, R"), soluzio-
ni di (E) verificanti la condizione y(4, »,)2 = (@0, ¥o), coincidono con un’unica
funzione continua, che seguiteremo a denotare con z(-; (ag, by), (¢o, ¥o), U),
per la quale vale ancora la rappresentazione data dalle (4.4) e (4.5); in par-
ticolare la traccia su [(a,b) di una qualunque delle predette soluzioni di
(E) individua un unico elemento di E;"))loc, che continuiamo ad indicare con
Via.p)2(:: (@0, bo), (g0, o), U).
E facile poi verificare che 1’applicazione

loc

(10.3) (9o, ¥0), U) = Via,p2(:; (a0, bo), (9o, Yo), U) ,
da E;”))loc x LY (L,,,R™) in E;"))loc, ¢ lineare e continua.

Da quanto premesso segue che il contenuto del n. 5 resta valido anche se
non ¢ verificata la (10.2).

Una volta acquisita 1’estensione del n. 5, quella nei nn. 6, 7 ¢ 8 ne ¢
un’immediata conseguenza.

Infine, per quanto riguarda il n. 9, basta tenere presente che, se non ¢ verifi-
cata la (10.1), I’applicazione g considerata nella dimostrazione del Teorema 9.1
¢ ancora lineare e continua dato che, come abbiamo prima osservato a proposito
della (10.3), I’applicazione

(@0, ¥0), U) = v .p)2(-; (a, b), (g0, ¥0), U) ,

da E;”))loc x L{ (L,,,R™)in E;”))loc, ¢ lineare e continua.
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