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ALGÉBRES DE SOBOLEV

ET STRUCTURE m-CONVEXE

ABDELLAH EL KINANI

We examine the structure of a class of Sobolev spaces. We also show
that the unitization of a locally uniformly A-convex algebra is not, in general,
of the same type.

1. Préliminaires et introduction.

Soient E une algèbre associative complexe et τ une topologie d�espace
localement convexe sur E . On dit que (E, τ ) est une algèbre localement convexe
(a.l.c. en abrégé) si le produit (x , y) �−→ xy est séparément continu. Une a.l.c.
est dite une Q-algèbre (Q- a.l .c. en abrégé) si l�ensemble des éléments quasi-
inversibles Gq(E), de E , est ouvert. Soient (E, τ ) une a.l.c. commutative et
{|.|λ : λ ∈ �} une famille de semi-normes dé�nissant sa topologie τ . On dit
que

�
E, (|.|λ)λ∈�

�
est une algèbre localement multiplicativement convexe ([9])

(a.l.m.c. en abrégé) si |xy|λ ≤ |x |λ |y|λ , pour tous x , y ∈ E et λ ∈ �. Elle est
dite A-convexe ([3]) (a.l.A.c. en abrégé) si, pour tout λ ∈ � et tout x ∈ E, il
exite M(λ, x ) > 0 telle que |xy|λ ≤ M(λ, x ) |y|λ , pour tout y ∈ E . Ceci revient
à dire que l�origine admet un système fondamental de voisinages formés de
parties disquées V tel que, pour tout λ ∈� et tout x ∈ E , il existe M(λ, x ) > 0
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tel que xV ⊂ M(λ, x )V . Si M(λ, x ) = M(x ) ne dépend que de x , on dit
que

�
E, (|.|λ)λ∈�

�
est une algèbre uniformément A-convexe ([2]) (a.l.u.A.c.

en abrégé). Soit x �−→ x � une involution d�algèbre sur E . Si x �−→ x � est
continue, alors on peut supposer que |x |λ =

�
�x �

�
�
λ
, pour tous x ∈ E et λ ∈ �. Un

élément a, de E , est dit hermitien si a = a� . On désigne par H (E) l�ensemble
des éléments hermitiens de E . Une a.l.m.c. munie d�une involution d�algèbre
x �−→ x � est dite hermitienne ([5]) si le spectre de tout élément hermitien
est réel. Si pour tout x ∈ E et tout λ ∈ �, on a

�
�x �x

�
�
λ

= |x |2λ , on dit que�
E, (|.|λ)λ∈�

�
est une C∗ -a.l.m.c. ([8]). Dans toute la suite, le rayon spectral

d�un élément x , d�une algèbre E , est ρ(x ) = sup {|λ| : λ ∈ Spx}, où Spx est le
spectre de x .

Pour s ∈ R, L2s (Rn) désignera l�espace des classes de fonctions comple-

xes, mesurables, sur Rn , et telles que
�
Rn

| f (x )|2
�
1+ �x�2

�s
dx < +∞. L�e-

space
�
L2s (Rn) , |.|2,s

�
est un espace de Hilbert, où

| f |2,s =

��

Rn
| f (x )|2

�
1+ �x�2

�s
dx

� 1
2

.

Dans la suite, nous ne ferons pas de différence entre deux fonctions égales pre-
sque partout. Soient f et g deux fonctions complexes mesurables � convola-
bles � sur Rn . Le produit de convolution de f et g sera noté f ∗ g. Pour
une fonction f localement intégrable sur Rn , on désignera par Tf la distri-
bution dé�nie par f. Soit S

�(Rn) le dual topologique de l�espace S(Rn) des
fonctions complexes indé�niment dérivables sur Rn à décroissance rapide ain-
si que leurs dérivées de tout ordre. Pour s ∈ R, on considère les espaces de
Sobolev Hs(Rn) =

�
T ∈ S

�(Rn) : F T ∈ L2s (Rn)
�
autrement dit Hs(Rn) =

F
��
Tf : f ∈ L2s (Rn)

��
, où F est la cotransformation de Fourier. On munit

Hs(Rn) de la norme Hilbertienne |T |s = | f |2,s si F T = Tf , avec f ∈ L2s (Rn).

Soit � =
�
ωs : s > n

2

�
, où ωs(x ) =

�
1+ �x�2

�s
; x ∈ Rn . On dé�nit les espa-

ces suivants:

L2�
�
Rn

�
=

�
f : Rn −→ C mesurable : | f |2 ωs ∈ L

1
�
Rn

�
, pour tout s >

n

2

�

=
�

s> n
2

L2s
�
Rn

�

et
H�

�
Rn

�
=

�
T ∈ S

�(Rn) : F T ∈ L2�
�
Rn

��
.

On munit L2� (Rn) de la topologie dé�nit par la famille de normes
�
|.|2,s

�
s> n

2

et H�(R
n) par celle dé�nit par la famille de normes (|.|s)s> n

2
. Les espaces
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�
L2� (Rn) ,

�
|.|2,s

�
s> n

2

�
et

�
H� (Rn) , (|.|s)s> n

2

�
deviennent ainsi localement

convexes complets. Pour s > n
2
, on désigne par Es l�algèbre H� (Rn) muni

de la norme |.|�s . Soit
∧
Es
l�algèbre complétée, pour |.|�s , de Es. L�algèbre

∧
Es
est

exactement égale à Hs (Rn). De plus la famille � =
�
ωs : s > n

2

�
est �ltrante

croissante et l�on a

lim
←−s

H s
�
Rn

�
=

�

s> n
2

Hs
�
Rn

�
= H�

�
Rn

�
.

Pour les résultats fondamentaux sur les espaces de Sobolev (resp. les a.l.m.c.),
se raporter à [1] et [7] (resp. à [5], [8] et [9]).

Dans cet article, on montre que
�
H� (Rn) , (|.|s)s> n

2

�
est une Q-a.l.m.c.

hermitienne. Ensuite, pour s ∈ R, on munit l�algèbre

Hs
c

�
Rn

�
=

�
T ∈ Hs

�
Rn

�
: suppT compact

�

de la topologie limite inductive stricte τ = limj−→ ind τ|.|j dé�nie par les

algèbres de Banach
�
Hs
[− j, j ]n (Rn) , |.|j

�

j∈N∗
; où, pour j ∈ N∗ ,

Hs
[− j, j ]n

�
Rn

�
=

�
T ∈ Hs

�
Rn

�
: suppT ⊂ [− j, j ]n

�

et |.|j est la norme induite, sur H
s
[− j, j ]n (Rn), par celle de Hs

c (Rn). Puis

on montre que
�
Hs
c (Rn) , τ

�
est une a.l.u.A.c. En�n, contrairement à une

af�rmation de Cochran ([2]), nous prouvons que l�algèbre
��
Hs
c (Rn)

�1
, τ 1

�

obtenue par adjonction d�une unité à Hs
c (Rn) n�est pas une a.l.u.A.c.

2. Structure m-convexe dans l�espace H� (Rn).

Commençons par montrer le résultat suivant qui nous sera utile par la suite.

Lemme 2.1. Pour tout s > n
2
, il existe une constante cs > 0 telle que

ω−1
s ∗ ω−1

s ≤ csω
−1
s .

Démonstration. Soit θs la fonction dé�ne, sur R
n , par θs (x ) = Log ωs(x ).

Alors θs(y) ≥ θs(
x
2
) si �y� > �x�

2
et θs (x − y) ≥ θs(

x
2
) si �y� < �x�

2
. Par suite

ω−1
s ∗ ω−1

s (x ) =

�

Rn
e−θs(y)e−θs(x−y)dy
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≤

��

�y�≤ �x�
2

e−θs(y)dy +

�

�y�> �x�
2

e−θs (x−y)dy

�

e−θs (
x
2 )

Comme θs(x )− θs(
x
2
) ≤ 2s Log2, on obtient

ω−1
s ∗ ω−1

s (x ) ≤

�

21+2s
�

Rn
ω−1
s (y)dy

�

ω−1
s (x ); pour tout x ∈ Rn.

Ainsi
ω−1
s ∗ ω−1

s (x ) ≤ csω
−1
s (x ), pour tout x ∈ Rn,

où

cs =

�

21+2s
�

Rn
ω−1
s (y)dy

�

< ∞

car la fonction x �−→ ω−1
s (x ) =

�
1+ �x�2

�−s
appartient à L1(Rn) vu que

s > n
2
.

Dans toute la suite, on munit l�espace H� (Rn) du produit ordinaire. Ainsi�
H� (Rn) , (|.|s)s> n

2

�
devient une a.l.c. complète. En fait on a m�eme plus

comme le montre ce qui suit.

Proposition 2.2. L�espace
�
H� (Rn) , (|.|s)s> n

2

�
est une Q-a.l.m.c. complète

hermitienne.

Démonstration. Montrons d�abord que
�
H� (Rn) , (|.|s)s> n

2

�
est une a.l.m.c.

Soient T , S ∈ H�(R
n). Il existe f , g ∈ L2� (Rn) telles que T = F Tf et

S = F Tg, Donc T S = F (Tf ∗g). Ainsi |T S|s = | f ∗ g|2,s . Montrons qu�il
existe une famille de normes

�
|.|�2,s

�
s> n

2

équivalente à
�
|.|2,s

�
s> n

2
telle que

| f ∗ g|�2,s ≤ | f |�ω |g|�2,s ; f, g ∈ L2�
�
Rn

�
.

Comme l�espace Cc(R
n) des fonctions continues à support compact, dans Rn ,

est dense dans
�
L2s (Rn) , |.|2,s

�
, il suf�t de montrer que

| f ∗ g|�2,s ≤ | f |�2,s |g|
�
2,s ; f, g ∈ Cc(R

n).

Soient f, g ∈ Cc(R
n) et h = f ∗ g. En écrivant

|h(x )| =

�
�
�
�
�

�

Rn
f (x − y)g(y)

�
�
�
�
ωs (x − y)ωs(y)

ωs (x − y)ωs(y)

�
�
�
�

1/2

dy

�
�
�
�
�
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et en utilisant l�in égalit é de Cauchy-Schwarz, on obtient

|h(x )| ≤

��

Rn
| f (x − y)|2 ωs (x − y) |g(y)|2 ωs(y)dy

� 1
2

W
1
2
s (x ),

où Ws = ω−1
s ∗ ω−1

s . Il en résulte que

�
�
�
�

�

Rn
|h(x )|2W−1

s (x )dx

�
�
�
� ≤

�

Rn
| f (x − y)|2 ωs(x − y)dx

�

Rn
|g(y)|2 ωs(y)dy

≤ | f |22,s |g|
2
2,s .

Par ailleurs, par le lemme 2.1, il existe une constante cs > 0 telle que
ω−1
s ∗ ω−1

s ≤ csω
−1
s . Donc ωs ≤ csW

−1
s ; et l�on a

| f ∗ g|22,s =

�

Rn
|h(x )|2 ωs(x )dx

≤ cs

�

Rn
|h(x )|2W−1

s (x )dx

D�où
| f ∗ g|2,s ≤

√
cs | f |2,s |g|2,s .

Ainsi
|.|�2,s =

√
cs |.|2,s , pour tout s >

n

2
.

Montrons maintenant que
�
H� (Rn) , (|.|s)s> n

2

�
est une Q-algèbre. Posons

E = H� (Rn). Soit T ∈ H�(R
n) avec T = F Tf , où f ∈ L2� (Rn). D�aprés

[8], on a

SpT =
�

s> n
2

SpsT =
�

s> n
2

Sp2,s f,

où SpsT = SpHs(Rn )T et Sp2,s f = SpL2s (Rn ) f. Comme Cc(R
n) est dense dans

L1 (Rn) et Cc(R
n) ⊂ L2s (Rn) ⊂ L1 (Rn), le spectre global M

�
L2s (Rn)

�
, de

L2� (Rn), est homéomorphe, à Rn , via la transformation de Fourier. Ainsi, on a

ρ(T ) = ρ( f ) = ρ2,s( f ) ≤ | f |�2,s = |T |�s .

Et on conclut par un résultat de Tsertos ([10]). Montrons en�n que H� (Rn)
est hermitienne. Pour T ∈ H� (Rn) avec T = F Tf , où f ∈ L2� (Rn), on pose

T � = F Tf � , où f
�(x ) = f (−x ), pour tout x ∈ Rn . On véri�e facilement que



180 ABDELLAH EL KINANI

T �−→ T � est une involution d�algèbre, sur H� (Rn), telle que |T |�s =
�
�T �

�
��
s
,

pour tout T ∈ H� (Rn) . Soit maintenant T un élément hermitien de H� (Rn) .

Alors T = F Tf , où f ∈ L2� (Rn) avec f = f �. Par ailleurs

SpT = Spf =
�
F f (x ) : x ∈ Rn

�
.

Donc SpT ⊂ R vu que F f � = F f .

Comme conséquence, on obtient le résultat suivant.

Corollaire 2.3. Pour tout s > n
2
, l�espace de Sobolev

�
Hs (Rn) , |.|�s

�
est une

algèbre de Banach hermitienne.

L�algèbre
�
Hs (Rn) , |.|�s

�
n�est pas une C∗-algèbre car sinon ρ(T ) = |T |�s ,

pour T ∈ H� (Rn) avec T = F Tf , où f ∈ L2� (Rn) . Donc, ρ( f ) = | f |�2,s , pour

tout f ∈ L2� (Rn) , i.e.

sup
x∈Rn

|F f (x )| = cs

��

Rn
| f (x )|2

�
1+ �x�2

�s
dx

� 1
2

,

où cs est la constante donnée par le lemme 2.1, ce qui n�est pas le cas (prendre
par exemple n = 1, f (t) = e−π t2 et s = 1). Cependant on a le résultat suivant.

Proposition 2.4. L�algèbre
�
H� (Rn) , (|.|s)s> n

2

�
peut �etre munie d�une topo-

logie d�a.l.m.c. dé�nie par une famille de normes (�.�s)s> n
2
telles que

1) �T�s ≤
√
cs |T |s , pour tous T ∈ H� (Rn) et s > n

2
, où

cs =

�

21+2s
�

Rn
ω−1
s (y)dy

�

est la constante donnée par le lemme 2.1.

2) |T S|s ≤ �T�s |S|s , pour tous T , S ∈ H� (Rn) et s > n
2
.

Démonstration. SoitL(H� (Rn)) l�algèbre des opérateurs bornés sur H� (Rn).
Pour T ∈ H� (Rn) , on dé�nit l�application LT : H� (Rn) −→ H� (Rn) par
LT (S) = T S , pour tout S ∈ H� (Rn) . Alors, pour tout s > n

2
, on a

|LT (S)|s = |T S|s ≤
√
cs |T |s |S|s .

Donc
|LT |s = sup {|T S|s : |S|s ≤ 1} ≤

√
cs |T |s .
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Ainsi LT est une application linéaire bornée dans H� (Rn).
1) On considère la famille (�.�s)s> n

2
de normes, dans H� (Rn) , dé�nies

par
�T�s = sup {|T S|s : |S|s ≤ 1} .

L�algèbre
�
H� (Rn) , (�.�s)s> n

2

�
est une a.l.m.c. De plus �T�s ≤

√
cs |T |s ;

pour tous T ∈ H� (Rn) et s > n
2
.

2) Pour tous T , S∈ H� (Rn) et s > n
2
, on a

|T S|s = |LT (S)|s ≤ |LT |s |S|s = �T�s |S|s .

Remarque 2.5. Pour tout s > n
2
, l�espace de Sobolev Hs (Rn) est une algèbre

de Banach hermitienne. Donc le rayon spectral ρs est une semi-norme stellaire
sur Hs (Rn). Pour s > n

2
, soit As l�algèbre complétée, pour ρs , de H

s(Rn).
Notons par ρs la norme, de As , complétée de ρs . Alors (As , ρs) est une C

∗-
algèbre et (Hs(Rn), |.|s) s�injecte contin�ument dans (As , ρs). Par le théorème
classique de Gel�fand Naimark, l�algèbre As est isométriquement isomorphe à
la C∗-algèbre C0(M(As )) des fonctions complexes continues qui s�annullent
à l�in�ni sur le spectre M(As ) de As . Par ailleurs, comme M(Hs(Rn)) est
homéomorphe à Rn , on montre queM(As ) est aussi homéomorphe à R

n . Ainsi
obtient-on le théorème de régularité de Sobolev selon lequel tout élément de
Hs(Rn) est la classe d�une fonction continue, sur Rn , tendant vers zéro à l�in�ni.

Remarque 2.6. L�algèbre
�
Hs (Rn) , |.|�s

�
n�admet aucune unité approchée

bornée car sinon soit (Ek)k une telle unité approchée bornée de
�
Hs (Rn) , |.|�s

�
.

Sans perte de généralité, on peut supposer que |Ek |s ≤ 1, pour tout k ∈ N . Par 2)
de la proposition 2.4, on obtient |T |s ≤ �T �s ; pour tout T ∈ Hs (Rn). Donc |.|s
et �.�s sont équivalentes car, par 1) de la proposition 2.4, on a �T�s ≤

√
cs |T |s .

Ainsi (Hs (Rn) , �.�s) est une C
∗ -algèbre. Donc ρ(T ) = �T�s , pour tout

T ∈ Hs (Rn); et ρ(T ) = |T |s , pour tout T ∈ Hs (Rn) ce qui n�est pas le cas.

Dans [2], Cochran af�rme que l�algèbre obtenue par adjonction d�une unité
à une a.l.u.A.c. reste aussi une a.l.u.A.c. Ce résultat n�est pas vrai en général
(cf. [4]). Voici un contre exemple dans la théorie des algèbres de Sobolev.

Soient s ∈ R et Hs
c (Rn) = {T ∈ Hs (Rn) : suppT compact }. On munit

Hs
c (Rn) de la topologie limite inductive stricte τ = lim

j−→
indτ|.|j dé�nie par les

algèbres de Banach
�
Hs
[− j, j ]n (Rn) , |.|j

�

j∈N∗
; où, pour j ∈ N∗ ,

Hs
[− j, j ]n (R

n) =
�
T ∈ Hs(Rn) : supp T ⊂ [− j, j ]n

�



182 ABDELLAH EL KINANI

et |.|j est la norme induite, sur H
s
[− j, j ]n (Rn), par celle de Hs

c (Rn) . Soit
{|.|λ : λ ∈ �} une famille de semi-normes dé�nissant la topologie τ . On munit

l�algèbre
�
Hs
c (Rn)

�1
de la topologie τ 1 dé�nie par la famille de semi-normes

�
|.|1λ : λ ∈ �

�
données par |(T , α)|1λ = |T |λ + |α| , pour tous T ∈ Hs

c (Rn), α ∈
C . Comme la norme de Hs

[−( j+1), j+1]n (Rn) induite sur Hs
[− j, j ]n (Rn) coincide

avec celle de Hs
[− j, j ]n (Rn), on peut dé�nir une norme, notée �.�, sur Hs

c (Rn) .

Soit maintenant V =
�

j

1
rj
Bj , (rj ∈ N∗) un voisinage quelconque de zéro pour

τ , où Bj est la boule unité de H
s
[− j, j ]n (Rn). Alors, pour tout T ∈ Hs

c (Rn) ,

on a TV ⊂ �T� V . Donc
�
Hs
c (Rn) , τ

�
est une a.l.u.A.c. Par contre l�algèbre��

Hs
c (Rn)

�1
, τ 1

�
ne l�est pas comme le montre ce qui suit.

Proposition 2.7. L�algèbre
��
Hs
c (Rn)

�1
, τ 1

�
n�est pas une a.l.u.A.c.

Démonstration. Supposons le contraire. Alors, pour tout T ∈ Hs
c (Rn), il existe

M(T ) > 0 tel que

|(T , 0)(S, α)|1λ ≤ M(T ) |(S, α)|1λ ; (S, α)∈
�
Hs
c

�
Rn

��1
, λ ∈ �

Par conséquent |(T , 0)|1λ ≤ M(T ) |(0, 1)|1λ , pour tout λ ∈ �. Ainsi, on peut
supposer que |(0, 1)|1λ = 1, pour tout λ ∈ �. Posons

�T� = sup
�
|(T , 0)|1λ : λ ∈ �

�
.

C�est une norme d�espace, sur Hs
c (Rn), plus �ne que τ. Soit B la boule unité

de Hs
c (Rn) pour �.�. Comme B est un borné de Hs

c (Rn), par le lemme de
Dieudonné-Schwarts ([6], p. 60), il existe j0 ∈ N tel que B ⊂ Hs

[− j0, j0]
n (Rn).

Donc Hs
c (Rn) = Hs

[− j0, j0]
n (Rn); contradiction.
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