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MISURABILITA, MISURE E INTEGRALI
NEGLI SPAZI DI RIESZ DEDEKIND ¢ -COMPLETI
MUNITI DI UNITA DEBOLE PER PORDINE

IRENE SISTO

Measurability with respect to a §-ring of unitary elements of a Dedekind
o-complete Riesz space with a weak order unit and integrability with respect
to a positive and finite measure on a §-ring are investigated here. An appro-
ximation theorem for measurable elements by means of simple elements and
a rappresentation theorem for Daniell integrals by means of integrals with
respect to a measure are also established

Introduzione.

Qui e nel seguito E & uno spazio di Riesz Dedekind o -completo, non
ridotto al solo O e munito di unita debole 1 (unita secondo [11], Def. II.12.1)
per l'ordine, U(E) := U(E, 1) I'insieme degli elementi unitari (componenti
secondo [11], Def. II1.12.2) di E e, per ogni x € E, e, & la traccia di x, cio& (cf.
[11], Def. IV.8.1)

ey = sup inf (1, n|x]),

la quale ¢, a sua volta (cf. [11], Theorem IV.8.1), un elemento di U (E).
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Assegnato un anello A di elementi (unitari) di £, cioe (cf. [1], [3], [10]) un
sottoinsieme non vuoto A di U(E) tale che sup(x,y) € Aeinf(y,1 —x) € A
quali che siano x, y € A, notoriamente (cf. [1], I, 9§ 3) il sottospazio vettoriale
R(A) degli elementi A-semplici (ovvero il sottospazio vettoriale di E generato
da A) risulta un sottospazio di Riesz di E verificante la proprieta di Stone, ciog
chiuso rispetto all’operazione x —> inf (1, x), lo stesso restando canonicamente
munito di una norma compatibile con la struttura di spazio di Riesz (cf. [1] e
[3D.

Nel n. 1 del presente lavoro, assieme ad alcuni risultati tecnicamente utili,
per gli elementi positivi x di E verificanti la condizione e(,_,.1)+ € A per ogni
o € R} si prova un teorema di approssimazione con elementi positivi di R(A).

Nel n. 2 si introduce il concetto di misurabilita rispetto a un 8-anello A di
elementi di £ assumendo che un elemento x di E & A-misurabile se e soltanto
S€ €(x—q. 1)t € A € e(xia.1- € A per ogni a € RY . Caratterizzata la nozione di
misurabilita quando A ¢ un o -anello oppure una o -algebra di elementi di E,
si prova che I'insieme M(A) degli elementi A-misurabili & un sottospazio di
Riesz di E verificante la proprieta di Stone e chiuso rispetto alla convergenza
maggiorata delle successioni nel senso dell’ordine. Lo stesso risulta chiuso
rispetto alla convergenza delle successioni nel senso dell’ordine se e soltanto
se A ¢ un o-anello e 1 € M(A) se e soltanto se A & una o -algebra. In ogni caso
ogni elemento A-misurabile ¢ limite per 1’ordine di una successione di elementi
di R(A).

Poiché quando x ¢ una funzione reale definita in un insieme X e o € RY,

. . .l N
allora e(,_,.1+) ¢ la funzione caratteristica di x (Jo, — [) mentre e(x4q.1)- &

la funzione caratteristica di }](] <=, —«[), la nozione di misurabilitd sopra
precisata, riferita al §-anello (di elementi di RX) delle funzioni caratteristiche
degli elementi di un dato §-anello R di parti di X (1 & ora la funzione reale di
costante valore 1), restituisce quella introdotta da W. M. Bogdanowicz (cf. [4]
e [5]) e quindi, quando 9 & un o -anello, quella introdotta da P. R. Halmos (cf.
[6D).

Nel n. 3, assegnati un §-anello A di elementi di E, una misura positiva e
finita p su A e considerato su R(A) I’integrale di Daniell 1 . canonicamente de-
dotto da (i, si introduce la nozione di integrabilita rispetto a 1 che si studia age-
volmente utilizzando quella di misurabilitd. Si prova che lo spazio LM (A, w)
degli elementi di E p-integrabili risulta un sottospazio di Riesz di E chiuso
rispetto alla convergenza maggiorata delle successioni nel senso dell’ordine in-
cludente R(A) pur essendo, in generale, non contenuto in M (A). Lo stesso ve-
rifica, inoltre, la proprieta di Stone mentre il prolungamento lebesguiano (1,)™
di 7, ad LW(A, p) verifica i classici teoremi di convergenza. L'uso della mini-
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ma estensione di (A, (1) in un’analoga coppia verificante una certa proprieta di
chiusura consente di chiarire quando L™V(A, u) C M(A).

Assegnati un sottospazio di Riesz R di E e un integrale di Daniell 7 su
R, la teoria dell’integrale presentata da G. Aquaro in [2] consente di costruire
il sottospazio di Riesz L'(R, I) degli elementi di E I -integrabili e il prolun-
gamento /; di 7 a L'(R, I) di guisa che anche ora si verifichino i teoremi di
convergenza. Posta, allora, in modo naturale la questione di “rappresentare I,
quale prolungamento lebesguiano dell’integrale di Daniell canonicamente de-
dotto da un’opportuna misura p su .un §-anello di elementi di E, nel n. 4 si
risolve la stessa nel modo pill prevedibile, ciog a condizione che si verifichi la
proprieta di Stone per L!(R, I). Per questo si utilizza una conseguenza del teo-
rema di approssimazione del n. 1 la quale consente di estendere agli spazi di
Riesz qui considerati anche il teorema di rappresentazione di [2], ¢ 8, Teor. 3.
Limitatamente alla suddétta misura p, si deduce, infine, che gli elementi di E
integrabili rispetto a u sono tutti e soli quelli integrabili rispetto all’integrale di
Daniell canonicamente dedotto da .

1. Premesse.

Assunto Ey :={xe€ E :0<x},sihaU(E) C E. e0,1eU(E). Inoltre
perogni x € U(E) sihax < 1e1 - x € U(E) mentre (cf. [11], Theorem
II1.12.1) risulta inlfxt € U(E) (rispettiv. sup x, € U(E)) per ogni famiglia (x,),,

e

el
di elementi di U (E) per la quale l’in{ x, (rispettiv. il sup x,) esiste. Si rammenta,
L€

el
inoltre, che (cf. [1], [8])
(I.1) (Va,BeR)(Vx,yeU(E))(inf (a - x, B+ y) =inf (e, B) - inf (x, ).
Se, poi, x € EL e o € Ri, allora essendo (cf. [11], IV. 8, Proposition i)
Clx—a- 1)+ = 1 - €(a-1—-x)* > si ha (cf. [11], (12) di pag. 103) « - €x—a- 1+ =
a-(1— e(a.l_x)+) < sup inf(x, 1 ——e(a.l,x)+) <xe, quindi, Clx—a 1)+ = al.x.
D’altra parte
(12) (Vx € E) (VO! S Rj_)(e(x_d.l)+ = e(x*—a~1)+)

e quindi, pill in generale,

(1.3) (Ve eRY)(Vx € E)(eonnyr < '-x¥).
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Dopo ci0, considerato il sottospazio di Riesz degli elementi limitati di E
(1.4) B(E):=B(E,1):={xeE:(JacR)(x| <a- 1))

e posto, per ogni x € B(E),

(1.5) x|l ;==inf{ae Ry : x| <a-1},

dai risultati di [3] si deduce che B(E) contiene R(U (E)) mentre 1’applicazione
X > |lx|| ¢ una norma su B(E) compatibile con la struttura di spazio di Riesz
di B(E) che induce su R(U(E)) la norma canonica di R(U(E)). Inoltre si ha
che (cf. [3])

(1.6) VxeE )VaeR)(x <20-1= |lx —a-eqan+l < a).

Proviamo alcuni lemmi:

Lemmal.l. SexeE,, ycU(E) ea, B R, allora

1) ex—p.y—a-1+ = sup (inf (¥, eu—(p+a)-1y+)> INf (1 = y, €x—a.1)+));

11) €B-y—x—a- 1)t = inf(y, e((/gAa).l*x)au).
Dimostrazione. Siano x, y, « e B quelli previsti nell’asserto. Si ha, intanto,
inf((@ + B) - 1,x) <inf(B-y+a-1,x)+inf(B-(1—y),x) e, quindi,
x—=inf(B-y+a-1,x) <inf(B-(1—y),x)+x—inf ((«+B) -1, x). Pertanto,
tenuto conto della (1.1), si ha che

(1.7) | VrneN)@inf (y,n(x —inf(B-y+a-1,x))) =

= inf (y, n(x — inf ((¢ + B) - 1, x)))).
Essendo, poi, x —inf(a-1,x) <x —inf(B-y+a-1,x) +inf(B -y, x), per
ogni n € N sihainf(1 — y,n(x —inf (¢ - 1,x))) < inf(1 — y, n(x — inf (B -
y+a-1,x)))+inf (1 — y,ninf (B - y, x)) da cui, ancora a causa della (1.1),
consegue che

(1.8) (VoeN){nf(1—y,n(x —inf(B-y+a-1,x))) =

=inf(1 —y,n(x — inf (a - 1, x)))).
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Applicando la (1.7) e la (1.8) si ha, allora,
e(x—py—ant =sup inf(L,n(x =B -y —inf(x —B-y,a-1)))
= sZp inf(1,n(x —inf(x, B -y +a-1)))
= sgp inf (y,n(x —inf (x, 8-y +a-1))
—I—s:p inf(d—y,n(x —inf(x,B-y+a-1)))
= s;llp inf (y, n(x — inf ((« + B) - 1, x))))
+ s:p inf(1 —y,n(x —inf(« -1, x)))
= ir’;f(y, sup inf (1, n(x —inf ((a + B) - 1, x))))
+ inf (1 — ’; sup inf (1, n(x —inf (¢ - 1, x))))

= inf (y, e(x_(a+,3).1)+) + inf (1 -y, e(x—a-1)+)
= Sup (mf (y, e(x—(a—i—ﬂ)l)"’)s ll’lf (1 - Y, e(x_a_1)+)).

Riguardo alla ii) si ha, intanto, che

B-y—inf(B-y,x+a-1) < f-y—inf (-1, x+a-1)+inf(B-(1—y), x+a-1)

e da qui, tenuto conto di (1.1), consegﬁe che

(1.9 VrneN)(iinf(y,n(B-y—inf(B-y,x+a-1))) =
=inf(y,n(B-1—inf(B-1,x +a-1))))

mentre, ancora per la (1.1), si ha che

(1.10) VneN)inf(1—y,n(B-y—inf(B-y,x +a-1))) =0).

Utilizzando la (1.9), la (1.10) e ragionando come sopra, Si prova la ii).

Lemma 1.2. Se A ¢ un anello di elementi di E ed x € E tale che
(1 N 1) (Va S Ri)(e(x_a.1)+ € A),

allora
) VaeR)VyeR (AN = x = ex—y-—an+ €A);
i) (YaeR)(YBeRy)(€hintp1,0-a 1)+ € A).
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Dimostrazione. Sia x € E, verificante la (1.11) e siano « € R*, B e Ry e
y € A. A causa di i) del Lemma 1.1 si ha, intanto, che ex—py—a-1+ € A. Se,

poi, y € Ri(A), y = Y B, -y, con (y,).e; famiglia finita di elementi a due a
el
due estranei di A e (8,),c; famiglia (finita) di elementi di Ry ed & y < x, allora

ragionando per induzione su card (1) si deduce che e(x—y_q.1y+ € A.

Riguardo alla ii), fermi restando x e E. e o € Ri, si osservi che per ogni
..
B R siha
E(inf (B-1,x)—a- 1)t = €inf (((B—a)-1)*,(x—a-1)*) -

Pertanto se @ < 8, allora 1 = sup inf (1, n(8 — @) - 1) ¢, quindi,

€(inf (8-1,0)—e-1)+ = sup inf (1, ninf ((B — ) - 1, (x —a - 1))
=sup inf(inf (1, n(B —a) - 1),inf (1, n(x —a - 1))
= inf (1, e(xﬂx-l)‘*') = €(x—a-1)*

mentre se B < «, allora €(@nf (B-1,x)—a- 1)+ = 0.

Teorema 1.1. (di approssimazione) Sia A un anello di elementi di E e sia
x € E, verificante la (1.11). Allora esiste una successione crescente (x,) di
elementi positivi di R(A) tale che (0) — limx, = x.

n

Dimostrazione. Si supponga dapprima che x € B(E) e si assuma

1
(1.12) t(x) = EIIXH “Ca—Lx) Dt
A causa della (1.3) dalla (1.12) consegue che 0 < f(x) < x mentre, tenuto conto
della (1.6), si ha che ||x — (x)|| < %Hx]]. Resta allora costruita, per ricorrenza,
la successione (x,) di elementi di [0, x] definita assumendo

(1.13) Xo:=t(x)e (Ve eN)(xyt1 :=x, +t(x — x,))

la quale verifica la seguente condizione:

1
(1.14) (VreN)(llx — x| < i IxD-

Dalla (1.14) posto y := sup x,, essendo perognin e N,0 <y —x, < x — x,

n .
e, quindi, ||y — x| < |[lx — x,]|, consegue, poi, che lim ||y — x,|| = O nonché
n
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x =-y. Pertanto (o) — hm X, = X mentre, tenuto conto della (1.11) e di i) del

Lemma 1.2, per ogni n € N Si ha Xn € R (A). Sia, ora, soltanto x € E. A causa
di [11], Lemma IV. 2.1, posto per ogni n € N, y, := inf(n1, x), si ha

(1.15) x = (0) — lim y,.

D’altra parte, a causa di ii) del Lemma 1.2, per ogni n € N y, verifica la

(1.11) e, quindi, per quanto sopra esiste una successione crescente (Y p)peN

di elementi positivi di R(A) tale che (o) —limy, , = y,. Posto, allora, per ogni
p

g €N, x, == sup yrg, risulta x;, < SUp YVeg+1 = Xg11, 0 < x4, € R(A)
O<k<gq 0<k<q+1
e, inoltre, x, < sup yr = Yy, da cui, per la (1.15), (o) — hqu < x.
0<k=gq

Da ultimo, per ogni k € N e per ogni ¢ > k, si ha yr, < x, e, quindi,
Yk = (0) —lim y; 4, < (0) —lim x, da cui, ancora per la (1.15), x < (0) —limx,.
q q q

Un §-anello (rispettiv. un o-anello) di elementi di E € un anello A di
elementi (unitari) di E tale che mf X, € A (rispettiv. sup X, € A) per ogni

successione di elementi di A, mentre una o -algebra di elemenu di £ &un §-
anello A tale che 1 € A. Se, poi, L ¢ un sottospazio di Riesz di E, allora la
traccia di L si definisce assumendo

(1.16) t(L)y:=UE)NL.

Evidentemente #(L) & un anello di elementi di £ e lo stesso ¢ un §-anello
(rispettiv. un o-anello) se L ¢ chiuso rispetto alla convergenza maggiorata
(rispettiv. alla convergenza) delle successioni nel senso dell’ordine e, in questo
caso, & una o -algebra se e soltanto se 1 € L. Sussiste il fondamentale.

Corollario. Se L ¢ un sottospazio di Riesz di E chiuso rispetto alla convergen-
za maggiorata delle successioni nel senso dell’ordine e verificante la proprieta
di Stone, allora ogni elemento positivo di L é il limite per [’ordine di una suc-
cessione crescente di elementi semplici positivi rispetto al §-anello t (L).

Dimostrazione. Sia 0 < x € L e sia o € R%.. A causa delle ipotesi per ogni
n e N &, allora, inf (1, n(x — « - 1)T) € L e, quindi, essendo per (1.3),

inf(1,n(x —a- 1)) <ep g+ <a™'-xel,

risulta ey_q.1y+ € L Cio® e_q.1)+ € t(L). L'asserto consegue, allora, dal
Teorema 1.1.

Sono tecnicamente utili gli ulteriori lemmi:
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Lemma 1.3. Se x e E ex € R, allora
1) 1-— Clx—a-1)+ = il"llf e(x—(a-i-;]r—,-)-l)';
i) 1—eq g1y = irr}f €(xr—(a— ) 1)+
1) e(x—a-1)+ = SUP (E(x—(a-n) 1)+ — Cla(@intl))t);
V) e(ogny- = Sélp (e—(a—n)1)- = €(x—(@—(nt1))-1)-)-

Dimostrazione. Per la i) basta osservare che (cf. [11], Chap. IV, 8, Proposition
K) ex—ayr = sup €(x—(at L)1)+ che (cf. [1], III, 1, Lemma 6) inf (1 —

€ (ot ks )-1)) = 0 ed utilizzare [11], Chap. IV, 8, Proposition Jj. Analogamente
si prova la ii) osservando che Clr—a1)- = SUP €0y 1y q)-.
n

nt1

Per la iii) si considerino &, k € N con & < k. Risulta ()
inf (e(x—(a+h)«1)+ T Clx—(a+h+1) 1) Ex—(a+k)- D)t — €(x—(atk+1)-1)+) = 0
e, quindi (cf. [11], Theorem III. 6.4),

(VreN)(sup (ex— (k) 1)+ — Crm(atitl)n+ = C(x—a- 1)t ~ €(x—(atn+1)-H+)-
O<k<n

Consegue che

(117) sup (e(x—(rn)* — €x—(ainti)yn+) = e(x—a- 1)+ — ilgf €(x—(atnt1)-1)*-
n

Inoltre, per n sufficientemente grande, a causa della (1.3) si ha
0 <ew-(@rntnnt < (@+n+1)"" x*

e, quindi, inf €—(a+n+1)-1+ = 0. Dalla (1.17) consegue, allora, la iii).
n
In modo analogo si prova la iv) utilizzando e) del Lemma IV.10.1 di [11].

Lemma 14. Se x ¢ E e « € R*, allora

(1.18) inf (ey, e(x—g.1)+) = sup (ex+, e,- — igf e(x_(a+$)_1)_).

(") Seai, a0, 1. f2€R, 01 <y < f1 < frex ek, allora

inf(e(x_a|.1)+ T Cx—ay-1)Fs €(x—B). 1)t — e(x_,32.1)+) = 0.
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Dimostrazione. E, intanto (cf. [11], Chap. 1V, 8, Propostions f, j),
(1.19) inf (ey, e(x—q-1)+) = SUp (ex+, inf (ex-, ex—a.1)+))
mentre, tenuto conto di (1.5) di [10] e di i) del Lemma 1.3, si ha
inf (ex—, E(x_a.1)+) = €x~ - il’lf (ex*, iI’}f e(x_(a_l_#)l)f) .

S ex‘7

Da qui essendo, quando n ¢ sufficientemente grande, €lem(at ) 1)
consegue che

inf (ex-, e(x—aq.1)+) = €x- — 12f €(x—(at b))

e, quindi, per la (1.19), si ha I’asserto.

2. Elementi A-misurabili.

Qui e nel seguito A & un assegnato §-anello di elementi di E, o(A) ¢ il
pit piccolo o -anello di elementi di E contenente A mentre A® ¢ la o-algebra
degli elementi y di U (E) tali che per ogni x € A si abbia inf(x, y) € A.

Osservazione 1. Siha A C 0(A) C AY e o (A) & costituito dagli x € U(E) del
tipo sup x,, con (x,) successione di elementi di A. Pertanto A, che & gia solido

n
in AV (cioese ye AV, x € Aely| < |x|, allora y € A), risulta solido in o (A)
mentre questo &, a sua volta, solido in A®. Consegue che AY = (o (A))?.
Inoltre R(A) risulta solido in R(A®) e, quindi, in R(0(A)) mentre questo &, a
sua volta, solido in R(A®).

L’insieme M(A) degli elementi A-misurabili si definisce assumendo
(2.1) M(A) ={xeE:(VYae Rj_)(e‘(x_a.1)+ €EAN Cxta 1)~ € A)}.

Osservazione 2. Se x € E, allora x € M (A) se e soltanto se per ogni o € RY
si ha (x—a-Nt+ € A.

Lemma 2.1. Si ha che
1) VaeR)YVxeM(A)(a -xeM(A);
i) (Yx,ye M(A))(sup (x, y),inf (x, y) € M(A)):
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Dimostrazione. Si osservi che se x € M(A), allora —x € M (A). Per provare
la i) siano q € Rieac RY. Allora ey y—g.1y+ = Cx—2 1)+ € Claxtal) =

€(x+2.1)-. Per provare la ii) si osservi che se x,y € E e aecRY, allora
€(sup (x,y)—a-1)* = SUP (€(x—q.1y*, €(y—a.1+) € (cf. [1], 1, 5, Prop. 1)

E(sup (x,y)+e-1)~ = I0f (e pa.1)~, €(y4a1)-) -

Osservazione 3. Se x ¢ U(E) e a € R’ allora a causa della (1.1) si ha
ex—ant =0sel <ae €(x—a-1)+ = X Se @ < 1. Pertanto &

(2.2) t(M(A) = A.

Osservazione 4. Se B ¢ un ulteriore §-anello di elementi di E ,allora M(A) C
M (B) se e soltanto se A C B. Pertanto

(2.3) M(A) C M(c(A)) c M(AD).

Osservazione 5. Si ha che
1) VxeU(E)(NVae RY)(eqx = x);
it) (VxeR(A))(e, € A)
iii) (Vx € M(A))(e, €0 (A)):
iv) (Vxe M(AD)(ey €0 (A) & eyr, e,- €0 (A)).

Osservazione 6. Essendo
(24) (V)C € E)(VO{ € R+)(e(x—a~1)+ =< €y, C(x+a-1)- =< ex),

se x € M(AD) e e, € o(A), (tispettiv. e, € A), allora (cf. Osservazione 1)
x € M(o(A)) (rispettiv. x € M(A)). Pertanto (cf. iii) dell’Osservazione 5) se
x € E, allora x € M (0 (A)) se e soltanto se x € M(AD) ed e, € 0 (A).

Lemma 2.2. Si ha che

(2.5) R(A) C M(A).

Dimostrazione. Se x € R(A) e a € R%, allora (x — « - 1)* € R(A®),
(x+a-1)" € R(AD) e, quindi, a causa della ii) dell’Osservazione 5, €lx—a-1)* €
AD e e iqy- € AD. Dunque x € M(AD) e quindi, essendo e, € A, tenuto
conto dell’Osservazione 6 si ha x € M(A).
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Osservazione 7. Dalle (2.2) e (2.5) consegue che

(2.6) t(R(A)) = A.

Teorema 2.1. M(A) ¢ solido in M(c(A)) e in M(AD); M(c(A)) é solido in
M(AD).

Dimostrazione. Basta tenere presente 1’Osservazione 1 e notare chese x, y € E
e |x| < |yl|, allora per ogni @ € R} si ha eo.1y+ < €(yl—a-1)* € €rta1y~ =
€(lyl-a-1)*-

Dal Teorema 1.1 consegue il

Lemma 2.3. Se x ¢ un elemento positivo di M(A), allora esiste una successio-
ne crescente (x,) di elementi positivi di R(A) tale che (0) — lim x, = x.
n

Osservazione 8. Se x ¢ un elemento positivo di M (o (A)), allora (cf. Osserva-
zione 1 e Lemma 2.3) esiste una successione crescente (x,) di elementi positivi
di R(A) tale che x = (0) — lim x,,.

n

Dal Lemma 1.2 consegue il

Lemma 2.4. Se x ¢ un elemento positivo di M(A) e ¢ € R, allora inf (¢ -
1,x)e M(A).

Si passa a caratterizzare la misurabilita nel caso in cui A & un o-anello
oppure una o -algebra di elementi di E.

Teorema 2.2. Se A é un o-anello di elementi di E e x € E, allora le seguenti
proprieta sono equivalenti:
i) x e M(A);
ii) (Ya € R)(nf (ex, e(x—a.1+) € A);
iii) (Va € R)(inf (ey, 1 — ex—a.1)-) € A);
iv) (Ya € R)(inf (ex, €(x—a-1-) € A);
v) (Va e R)(inf (ex, 1 — ex—q.1)+) € A).

Dimostrazione. i)=> ii): SiaxeM (A) esia o € R% . Perla(2.4) si ha
inf (ex, e(x_a.1)+) = €(x—a-1)* €A.

Essendo, per iii) e iv) dell’Osservazione 5, e,, ex+,e,- € A €, se « € R*,

irnlf €ty = €x- & inoltre, irrzf (et 1)~ € A, per il Lemma 1.4

si ha inf (ey, €(x~q.1)+) € A. Questa &, poi, ovvia se & = 0.
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ii)=>iii): Consegue da ii) del Lemma 1.3.
iii)=>iv): Essendo, per ogni « € R,

nf (1 = ex—@—t1)1)-) = (1 = € geny1y-), 1 — ex—(a-n)1)-) =0,
per iv) del Lemma 1.3 si ha (?)

inf (ex, e(r—a.1y-) = sup inf (ex, (1 — e(x—@—(ns11)-) — (1 — €(x—(a—n)1)-)
n

=sup (inf (e, 1 — €x—(a—(n+1)1)-) — inf (ey, 1 — €(x—(a—n)-1)-))

n

e da qui consegue 1’asserto.
iv)=v): Consegue da i) del Lemma 1.3.

v)=ii): Con ragionamento analogo a quello che si & fatto per provare che
iii)=>iv), utilizzando iii) del Lemma 1.3 per ogni « € R si ha

inf (ex, e(x_a.1)+) = sup (inf (ex, 1 —e(x_(a+n+1).1)+) —inf (ex, l—e(x_(a+n).1)+))
n

e da qui consegue I’asserto.
ii)=>i): Se & vera la ii) e, quindi, la iv), allora la i) consegue dalla (2.4).

Teorema 2.3. Se A ¢ una o -algebra di elementi di E e x € E , allora le seguenti
proprieta sono equivalenti:
1) x e M(A);

11) (VO[ S R) (e(x—a~1)+ (S A),

i) (Vo€ R)(1 — en—g.1)- € A);

v) Vae R)(e(x_a.l)— €A);

V) (Va e R)Y(1 — e(r—g.1)+ € A).
Dimostrazione. Con ragionamento analogo a quello del Teorema 2.2 si prova
che ii), iii), iv), e v) sono equivalenti. Basta, allora, provare che i) =ii).
A questo scopo siano x € M(A) e « € R*. A causa del Teorema 2.2 e
inf(ey, e(x—q.1y+) € A. D’altra parte, a causa di ii) del Lemma 1.3 si ha 1 —
ey < 1~e,- = il)}f Clx L)t Consegue che 1 — ¢, < e(x—a-1)+ €, quindi,

ex—a-1+ = sup (inf (ey, e(x—q.1+), 1 — €,) da cui e(x—a 1)+ € A.'

Le proprieta di M(A) vengono descritte nel successivo

(2) Sex,y,z€e E4,z < yeinf(y —z,z) = 0, allora inf(x,y —z) = inf(x, y) —
inf(x, z).
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Teorema 2.4. M(A) ¢ un sottospazio di Riesz di E, verifica la proprieta
di Stone ed é chiuso rispetto alla convergenza maggiorata delle successioni
nel senso dell’ordine. Inoltre esso ¢ chiuso rispetto alla convergenza delle
successioni nel senso dell’ordine se e soltanto se A é un o -anello di elementi di
E esihale M(A) se e soltanto se A ¢ una o -algebra di elementi di E.

Dimostrazione. Si supponga che A sia una o-algebra di elementi di E e

si osservi che in questo caso, a causa del Teorema 2.3, per ogni successione

maggiorata (x,) di elementi di M(A) si ha sup x, € M(A). Proviamo, ora, che
n

2.7) (Vx,y e M(A)(x + y € M(A)).

Verifichiamo preliminarmente che se x e y sono elementi positivi di M(A),
allora x + y € M(A) e y — x € M(A). Per quanto si & osservato sopra, la
prima parte dell’asserto & vera a causa del Lemma 2.3. Riguardo alla seconda
si supponga, dapprima, che y € R(A) e (cf. [3], Lemma 2.6) siano (B).es una
famiglia finita di elementi di Ry e (y,),c; una famiglia finita di elementi di A

tali che y = sup B, - y,. A causa di ii) del Lemma 1.1, per ogni « € R? si ha,
el
allora, e(,_y_q.1y+ = sup inf (y,, €(x+(a—p)-1)~) €, quindi, per il Teorema 2.3,
el .
e(y—x—a-1)+ € A. Se, poi, y € M(A) e, ancora per il Lemma 2.3, (y,) & una

successione crescente di elementi positivi di R(A) tale che y = sup y,, allora

n

per ogni o € R siha e(y_y_.1)+ = sup €(yu—x—a-1)+ €, quindi, ey_x_4.1)+ € A
n

essendo, per quanto sopra, e€(y,—x—q.1)* € A per ogni n. Simmetricamente &
e(x—y—a-1)+ € A CIOC €(y—y 1.1~ € A €, quindi, y — x € M(A). Cid premesso, si
deduce la (2.7) grazie all’identitd x + y = (x* + y+) — (x™ + y).

Se, poi, A ¢ un o-anello e x, y € M(A), essendo 2 sup(|x|, |y|) € M(A),
M(A) solido in M(A?) e, per quanto sopra, x + y € M(A®), si ha ancora
x +y € M(A) grazie alla disuguaglianza |x + y| < 2sup (|x|, |y|). Per il
Lemma 2.1 M (A) &, dunque, un sottospazio di Riesz di E. Per dimostrare che lo
stesso ¢ chiuso rispetto alla convergenza delle successioni nel senso dell’ordine
¢ sufficiente verificare che se (x,) & una successione crescente maggiorata di
elementi positivi di M(A), allora supx, € M(A). Cid & ovvio in quanto A

n

¢ un o-anello. Viceversa se M(A) ¢ chiuso rispetto alla convergenza delle
successioni nel senso dell’ordine, allora a causa di (2.2) A risulta un o -anello.

Se, infine, A & un 8-anello, ragionando come sopra anche in questo caso
M (A) & un sottospazio di Riesz di E. Lo stesso, essendo solido in M (o (A)),
risulta chiuso rispetto alla convergenza maggiorata delle successioni nel senso
dell’ordine mentre, per il Lemma 2.2, verifica la proprietd di Stone. L’ultima
parte dell’asserto consegue ancora per la (2.2).
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A causa del Lemma 2.3 si ha, allora, il

Corollario. Ogni elemento di M(A) é limite per I’ordine di una successione di
elementi di R(A). )

3. Elementi p-integrabili.

Sia A un assegnato §-anello di elementi unitari di E, sia u una misura
positiva e finita su A cio& una funzione reale definita in A verificante le seguenti
condizioni:

i) (Vx,yeA)(nf (x,y) = 0= ulx +y) = px) + n®));

i) (VxeA)(0 < u(x));
ﬁD(VQQEANx%fMp:O:d?MM%)=O)
e sia 1, 'integrale di Daniell canonicamente dedotto da ., ciog (cf. [1], Parte I1,
1, Teor. 1) I’'unica forma lineare (positiva) /,, su R(A) verificante la condizione
1,(x) = pu(x) per ogni x € A.

Si dice che x € E ¢ integrabile rispetto a u se e soltanto se esiste una
successione crescente (x,) di elementi positivi di R(A) tale che (0)—Ii£n X, =X
e (1,(x,)) sia maggiorata. Il numero reale sup 7, (x,), che non dipende da (x,),

n
si denota con (I,,)(x) mentre L' (A, u) & I'insieme degli x € E. integrabili
rispetto a p. L’insieme LV (A, ) degli elementi di E integrabili rispetto a
si definisce assumendo

(3.1) LA, ) =LY A w - LPA,
mentre se x € LO(A, n) e x',x" € Lﬂ)(A,,u) con x = x' — x”, allora

L)V — (1) (x"), che non dipende da x’ e x”, si denota ancora con
(1) (x).

Osservazione 1. Evidentemente
(3.2) LW(A, 1) € M(o(A) C M(AY).

Tenendo conto dell’Osservazione 8 del n. 2 e del Teorema 2.1, si prova il

Lemma 3.1. Se 0 < y e M(A?), x e LA, ) e y < x, allora y €
LA, 1) e L)D(y) < (L) D),
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. Osservazione 2. Dunque se 0 < y € M(A®) e x € LI’(A, n), allora
inf (y, x)eL“)(A /) €, in particolare, inf (1, x) EL(”(A Ww.

Lemma 3.2. Si ha che

(3.3) LYA, ) ={xe LD, w) : 0 < x).

Dimostrazione Invero se 0 < x e LW(A4, M) se x',x" e L(l)(A uw) e
x =x" —x", allora0 < x € M(A(l)) x < x'e, qumdl per il Lemma 3.1,
x eL“’(A 0.

Teorema 3.1. LV (A, u) é un sottospazio di Riesz di E verificante la proprieti
di Stone e (1,)V) & una forma lineare positiva su LV (A, w).

Teorema 3.2. Se x € M(AD), allora le seguenti proprieta sono equivalenti:
i) xe LW(A, n);
i) |x|e LW(A, p);

iii) xT,x~ e LW(A, ).

Inoltre, in questo caso, si ha |(1,)™M (x)| < (1) (|x)).

Corollario. L(V(A, 1) & un sottoinsieme solido in M(AD).

Teorema 3.3. (della Convergenza Mondtona) Se (x,) ¢ una successione cre-
scente di elementi di LV (A, u), se x € E, (o) —limx, =xe ((I“)(l)(xn)) e
n

maggiorata, allora x € L'V (A, w) e lim (1,)V (x,) = (1) (x).

Dimostrazione. Per ogni n € N si pud supporre 0 < x, e, quindi, esiste
una successione crescente (x,,) di elementi positivi di R(A) tale che (o) —
lim x,,, = x, (e la successione (/,(x,)) sia maggiorata). Posto, per ogni
n’zne N, yu = sup Xx; ., la (y,) risulta una successione crescente di elementi
O<i<m

positivi di R(A). Inoltre perognineNeperognim > nsihax,,, <y, <
sup x; = x, < x e, conseguentemente, x, < (0) — hm Ym < X nonche
O<i<m

SUP Li(ym) =< Sup (1) (x,) < +00. Consegue che (0) — hm Y = X €,

qu1nd1 xe L(l)(R w) e, inoltre, (1) (x) = sup I,(ym) < sup (L) D (x,).

Le tecniche consuete consentono di provare 1’ulteriore
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Teorema 3.4. (della Convergenza Maggiorata) Se (x,) ¢ una successione di
elementi di LW(A, 1), x € E, (0) — lim x,, = x ed esiste y € LD(A, 1) tale

che per ogni n si abbia |x,| < y, allora x € LV(A, 1) e lim (IM)(’)(x,,) =
L)D ).

Corollario. LW(A, ) ¢ chiuso rispetto alla convergenza maggiorata del-
le successioni nel senso dell’ordine ed (1,)"V ¢ un integrale di Daniell su
LA, ).

Si definiscono, ora,
(3.5) Ay =1@VA, ) e mi= 1)V

Lemma 3.3. Zu e un 8-anello di elementi di E includente A e [t é l'unica
misura positiva e finita su A, la cui restrizione ad A coincide con ji.

Lemma 3.4. 74—# e costituito da tutti e soli gli x € U(E) tali che x =
(0) — lim x, con (x,) successione crescente di elementi di A tale che (x,)
n

sia maggiorata.

Dimostrazione. Se x € ZM e (x,) € una successione crescente di elementi
positivi di R(A) tale che x = (0) — lim x,, risulta (cf. n. 2, Osservazione
n

5) x = (o) — lime,, con (e, ) successione crescente di elementi di A e
n
u(ex,) < f(x) per ogni n.
Siano, ora, ATN (rispettiv. (ZM)TN) I’insieme delle successioni crescenti

di elementi di A (rispettiv. di Zu)- Con il significato naturale che la parola
estensione viene ad assumere in questo contesto si ha, allora, il

Teorema 3.6. (Z/u &) e la minima estensione di (A, p) verificante la seguente
condizione: '

(36)  (V(r) €AEUPT,) < +00 = (0) limx, € 4,).

Osservazione 4. Dunque A = A, (e, quindi, 1 = 77 ) se e soltanto se

(3.7) (¥ (xn) € AN (sUP (%) < +00 =5 (0) — limx, € A).
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Osservazione 5. Essendo A un §-anelloe A, ¢ A?, risulta AD = (A)D e,
quindi, M(AD) = M((A,)?). Consegue che M(A) c M(A,) C M(A(Z)) e,
quindi (cf. Teorema 2.1), M(A) & un sottoinsieme solido in M (A w)-

Sussiste 1’ulteriore

Lemma 3.5. LV(A, u) ¢ un sottoinsieme solido in M(Zﬂ).

Dimostrazione. Tenuto conto del Corollario del Teorema 1.1, & intanto
LO(A, p) c M(AY)

in quanto LW (A, w) verifica la proprieta di Stone. D’altra parte se 0 < y €
M(A,),0<xeLW(A, u) ey <x, utilizzando il Lemma 2.3 ¢ le proprieta di
(1)(A w), risulta y e LW (A, ).

Essendo (cf. (2.2)) A = t(M(A)), consegue il
Teorema 3.7. Siha LV(A, ) C M(A) se e soltanto se A = A,,.
Dal Teorema 3.3 si deduce I’ulteriore

Teorema 3.8. (di unicitd) Se A e B sono §-anelli di elementi di E e se noe
Vv sono misure positive e finite rispettivamente su A e su B, allora B C A
Tl = v, A C B, eD|s = u se e soltanto se LV(A, p) = LO(B,v) e
B = (1),

Corollario 1. Se A ¢ un §-anello di elementi di E e ju e v sono misure positive
e finite su A tali che LV(A, u) = LW(A,v) e (I,)V = (1,)D, allora . = v.

Corollario 2. Se A éun §-anello di elementi di E e ju & una misura positiva e
finita su A, allora

(3.8) LA, =LO@A,, 0 e (1)0 = 1D,

4. Elementi I -integrabili: teorema di rappresentazione.

Sia, ora, R un sottospazio di Riesz di un arbitrario spazio di Riesz De-
dekind o -completo E e sia I un integrale di Daniell su R. Gli accorgimenti
metodologici introdotti in [2], riproducendo il processo costruttivo ivi indicato,
consentono di costruire un sottospazio di Riesz L!(R, ) di E chiuso rispet-
to alla convergenza maggiorata delle successioni nel senso dell’ordine ed un
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prolungamento 7; di 7 a L'(R, I) di guisa che I, verifichi un teorema della
convergenza monotdna ed un teorema della convergenza maggiorata analoghi,
nella formulazione, ai precedenti teoremi 3.3 e 3.4.

Tutto ¢io si realizza mediante la costruzione di un integrale superiore /* e
di un conseguente integrale inferiore I, su un opportuno sottospazio di Riesz
R*(I) di E. Lo spazio L'(R,I) degli elementi I-integrabili si costruisce,
quindi, assumendo che x € L'(R, I) se e soltanto se x € R*(I)eI"(x) = I,(x).
Si definisce, in questo caso, I;(x) = I*(x) = I,(x). I teoremi di convergena
ai quali si & sopra accennato si ottengono quale conseguenza di un teorema di
convergenza di I* in R*(I).

Dopo cid, supposto che 1 sia I’unita debole di E sopra utilizzata, si assuma

(4.1) A=tL' (R, D) e =),

Evidentemente A risulta un §-anello di elementi di E e u risulta una misura
positiva e finita su A. Inoltre si ha

(4.2) R(A) CLY (R, I) e I,=)lrw-

Sussiste il

Teorema 4.1. (di rappresentazione) Le seguenti proprieta sono equivalenti:

i) LY(R, I) verifica la proprieta di Stone;

i) L'(R, I) = LW(A, ) e I) = (1,,)D;
iii) L'(R, 1) = L'(R(A), I,) e I} = (I,),.
Dimostrazione. Riguardo all’equivalenza i) < iii) basta riprodurre il Corollario
1 del Teorema 1 del par. 5 di [2], il Lemma 2 del par. 8 di [2] ed il Teorema 3
del par. 8 di [2] ricordando la (4.2) ed utilizzando, quando & vera i), il Corollario
del Teorema 1.1 per verificare che se 0 < x € L1(R, I), allora x risulta limite
per P'ordine di una successione crescente di elementi positivi di R(A).

Poiche ii)=> i) in quanto (cf. Teorema 3.1) L™ (A, 1) verifica la proprieta

di Stone, basta provare che i) = ii). A questo scopo sia verai) e sia 0 < x €
LY (R, I ). Come sopra esiste, allora, una successione crescente (x,,) di elementi
positivi di R(A) tale che x = (0) —li’gn Xp. Inoltre (cf. (4.2)), (1;(x,)) e, quindi,

(1, (xy)) & maggiorata e, quindi, x € LV(A, ) e

(1) (x) = lim I, (x,) = lim I;(x,) = I, (x).

Se, infine, ¢ 0 < x € LW(A, u) e (x,) & una successione crescente di
elementi positivi di R(A) tale che

(4.3) (0) —lim x, = x
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e ({,(x,)) sia maggiorata, allora (cf. (4.2)) (x,) ¢ anche una successione
crescente di elementi (positivi) di L'(R, I) tale che ([, (x,)) sia maggiorata
€ ci0, a causa di (4.3), ancora per il teorema della Convergenza Monotdna in
LY(R, I),provache x e L'(R, I).

Corollario. Se A e i sono quelli definiti in (4.1), allora

LYA, ) =L'(R(A), L) e (1)Y= ).

Osservazione. Prima di concludere si osservi che in [9] a partire dai medesimi
R e I ed utilizzando il solo integrale superiore /™, in uno spazio di Riesz De-
dekind o -completo E si dimostrano i teoremi di convergenza, nella forma pitl
generale che essi assumono nella teoria dell’integrale di Lebesgue, in relazio-
ne ad un’arbitraria coppia di Daniell I-completa. Non appena si munisca E di
un’unita debole per I’ordine, facendo ancora uso del Corollario del Teorema 1.1
e riproducendo I’equivalenza i)<>ii) del teorema precedente, con le modalita
di sopra si pud provare un teorema di rappresentazione nell’ambito della teoria
delineata in [9].
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