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CORPIDI E LORO PROPRIETA

MARIA SCAFATI TALLINI - MAURIZIO IURLO

A corpid is a ring (K, +, ), different from zero, such that (K,-) is an
inverse semigroup. We prove a characterization of corpids, some remar-
kable results about the lattice of the idempotents and other results con-
cerning the idempotents and the zero divisors of a corpid. Finally, we are
studiyng a notable set of ideals of corpids through which we study the
endomorfisms of a corpid.

Sommario

Si fornisce una caratterizzazione dei corpidi, dimostrando che ogni corpide con
un numero finito di idempotenti ¢ isomorfo al prodotto diretto di un numero
finito di campi. In particolare, ogni corpide finito ¢ commutativo e isomorfo a
un numero finito di campi di Galois. Inoltre si studia il reticolo degli idempotenti
di un corpide e si danno proprieta degli idempotenti e dei divisori dello zero di
un corpide. Si considera, inoltre, una famiglia notevole di ideali di un corpide,
per mezzo della quale si studiano gli endomorfismi di un corpide.

1. Definizioni e richiami

Un corpide K & un anello, non ridotto al solo 0, tale che il semigruppo moltipli-
cativo (K, -) sia un semigruppo inverso.
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In ogni corpide la relazione <, definita ponendo a < b <= ab~'a=a & una
relazione di equivalenza.
Un elemento non nullo & di K si dice semplice se

xeK, x<a=[x=0, oppure x= 0.

Con % si indica I’insieme degli elementi idempotenti di K.

Se K ¢ un corpide unitario e u & la sua identita, & noto che ogni elemento
a € K— % non ¢ in relazione con 7% . Inoltre, se 7% & semplice, allora K & un
corpo e viceversa (Teorema 3.1 di [3]).

Con O si indica I'insieme degli elementi semplici (e quindi non nulli) di K.
Quando ©® ¢ non vuoto, per ogni 6;,0; € O, si ha (cfr (27) in [3])

6i7é0j2>0i'9j:0'

I corpidi con un numero finito di elementi idempotenti (e quindi i corpidi
finiti) sono tali che I’insieme ® ¢ non vuoto (Teorema 3.4 di [3]).
Ogni corpide ¢ privo di elementi nilpotenti (Teorema 3.7 di [3]).

2. Una caratterizzazione dei corpidi

Nel quarto paragrafo dell’articolo [3], sono state poste le seguenti tre ipotesi:
i) ®#0;
ii) Voo € K, V0 € ® si haab = 0a;

iii) Ye € % — {0}, 360 € O taleche 0 < e

e si ¢ dimostrato che ogni corpide che soddisfa alle tre condizioni ¢ isomorfo a
un sottocorpide K di un prodotto diretto di corpi {K;},. , tale che K D ®jec s K;
(Teorema 4.1 di [3]). Inoltre, come corollari, si sono dedotti i due seguenti
risultati:

e Un corpide K, con ® non vuoto, soddisfacente alle ii) e iii) & isomorfo
alla somma diretta di un numero finito di corpi.

e Un corpide K con % finito e quindi ® finito, soddisfacente alla ii), € som-
ma diretta di un numero finito di corpi. In particolare, se K ¢ commutativo
e % ¢ finito, K ¢ isomorfo a una somma diretta di campi, dunque ogni
corpide finito commutativo ¢ somma diretta di campi di Galois in numero
finito.
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Adesso si dimostrera la validita della condizione ii) in ogni corpide K, in
cui I'insieme ® degli elementi idempotenti ¢ non vuoto. Quindi si dedurra che
ogni corpide K, con 7 finito, & isomorfo al prodotto diretto di un numero finito
di corpi e, in particolare, ogni corpide finito & commutativo e isomorfo a un
numero finito di campi di Galois.

Poniamo
Ko ={ab, a €K}, 6 0. (1
Si ha:
a€ Ky < a=ab. ()
Infatti: [<=]
a=a0 — a € Ky;
(=]

acKg=—=a=0a6, o c K= a6 =ab>=ab =a.

Dalla (2) si ha:
Ko ={a6 :a=ab}.

Inoltre si ha:
(a=ab,a#0)<=a 'a=0. 3)

Infatti: [<=]
a_]a:9:>a7é0,a:a9;

(=1
(a;éO, aila:a*IaG) == (a;éO,e:a*Iae%,e:eG)
= (eSO,e:aflaséO)
— e=a 'la=0=ua'a=06.

Dalla (3) si ottiene
Ko —{0}={acK:a'a=0}. “)
Ky € sottoanello di K e anche un ideale sinistro di K. Proviamo che:

Teorema 2.1. L’anello Kg non possiede divisori dello zero.

Dimostrazione. Ragionando per assurdo, supponiamo che esistano due elemen-
ti a, b di Ky, tali che
a#0,b#0,ab=0. 5)

Per la (4) deve allora aversi (essendo a,b € Kg — {0}):

ala=0, b 'b=0. (6)
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Per la (6), ricordando che ogni corpide & privo di elementi nilpotenti e che gli
elementi bb~!, b~'b commutano perché idempotenti, si ha:

ab=0 = a'lab=0=—=0b=0=—=b"'bb=0
— (bbb "~ 'bb = (bbb )0 =0 = b(b~'b)(bb )b =0
= P=0=>b=0

e cio & escluso, per la (5). L’assurdo prova I’asserto. O

Teorema 2.2. L’anello Kg é un corpo che ha come unita 0 e tale che I’inverso
di ogni elemento a € Ky ¢ dato dall’inverside a=" di a.

Dimostrazione. L’anello Ky contiene 8 e quindi contiene a — Oa, per ogni a €
Ky.
Si ha allora dal Teorema 2.1:

acKg—{0} <= (a=ab, a#0)=— a*=aba
= da(a—0a)=0=a=0a.
Si ¢ cosi provato che:
a € Ky —a=0a. (7)
Si ha:
(acK,a=0a) = a'=a'0=a'cKy

@) l—ga'=a=ab

= a
— acKy.
Da cio e dalla (7), si ricava:
acKyg<—a=0a<—=a=a0 < a=ab = 0Oa. (8)

Dalla (8) si ha che 6 ¢ unita di Ky e inoltre:
ackKy —q! € Ky.
Infine, per la (3), si deduce che:

acKg—{0}=a'a=6;
[(aail)a:a, 6a=a, a#0| —a'la=6;
[(aa_1 —0)a=0, a#0] —aa'=06,a'a=6.
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Sia & un qualsiasi elemento di K. Per ogni 8 € ©, risulta 0 € Ky (cfr (1)),
quindi:
(aB) ' =0a' €Ky
(cfr Teorema 2.2). Ne segue che

(B) (6a™!) = (6 ") (@) =0 aba ' =0 (a0 'a)0=06

_—
— oaba'=0=0a"'u

= [a0=aba 'a, aba ' = 0]
= af6=0aq.

Si & cosi provata la ii), cio¢ la (33) di [3]. Posto ® = {6;},. ,, 6; # 6, per
i # j, e K; = Kg,, si consideri I’applicazione:

p:acK— {ab},., € QicsK.
In forza della ii), I’applicazione ¢ ¢ un omomorfismo. Si ha:
ackerp<— ab,=0,a0a=0, Vie J.
Si prova il seguente:
Teorema 2.3.
e €U, ed¢kerp <= eammette un minorante semplice. ©)
Dimostrazione. Infatti:

e¢kerp < 3JT€@:et#0
<— dJte€®:0#er<7T
<— J1€:et=7T<—=dT€eB:7<e.

O
Pertanto, dal Teorema 2.3 si ricava che:
ec Y, ecker@ <= enonammette un minorante semplice.
Dal Teorema 2.3 si ha anche:
kero={0} <= [VecZ —{0} 3Jt€®:71<e]. (10)

Essendo la ¢ un omomorfismo, si ha che K / ker ¢ ~ Im ¢. Ne segue che:
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Teorema 2.4. Sia K un corpide soddisfacente alla (10). Posto K; = {a € K :
o = art}, K; é un corpo, K é isomorfo a un sottocorpide del prodotto diretto
Ric.sK; che contiene la somma diretta ®ic #K;. In particolare, se O e finito,
risulta K ~ ®;c #K;.

Osservato che se % ¢ finito la (10) & verificata, come corollario deduciamo
il seguente:

Teorema 2.5. Ogni corpide K con % finito e isomorfo al prodotto diretto di
un numero finito di corpi. In particolare ogni corpide finito ¢ commutativo e
isomorfo a una somma diretta di un numero finito di campi di Galois.

Ne segue che:

Teorema 2.6. Ogni corpide con % finito é unitario.

3. Reticolo degli idempotenti in un corpide

Sia A un qualsiasi anello con unita u e con idempotenti tra loro permutabili e sia
% Vinsieme degli idempotenti di A. L’insieme %/ & ovviamente chiuso rispetto
al prodotto. Ricordiamo la seguente relazione d’ordine in % (vedi (7) di [3]):

enNeU, e<n<=e=en. (11)
Sussiste il seguente

Teorema 3.1. Si ha per ogni e, € U

en<e, en<n, 12)
VieZ :1<e, t<nN=1<en. (13)
Dimostrazione.
(t1<e,t7<n) = (T=1te, T=1N) = 7> = 1%eN
= T=7Ten = 71T<e.
O]
Dalle (12) e (13) segue che
Ve,n € %, en & il massimo dei confini inferiori di {e,n}. (14)

Si ha:
Vene, e<e+n—en, n<e+mn-—en. (15)
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Infatti:
e=e(e+n—en), n=n(et+n—en).

Si ha inoltre, per ogni e, € % :
Vte:e<t,nM<1)=—=e+nN—en<r. (16)
Infatti:

(e<t,n<71) = (e=eT, N=117)
= e+nN—en=er+nNrt—ent=(e+n—en)t
= e+nN—en <7

Dalle (15) e (16) segue che:
Ve,n € %, e+n—en e il minimo dei confini superiori di {e,n}. (17)
Da (14) e (17) si ricava che
Teorema 3.2. (% ,<) é un reticolo e si haeNn =en,eUn =e+1n —en.
Risulta:
eN0=0, eUO0=e, uNe=e, ulUe=e, (18)
Vec¥ 3¢ =u—e:ene =0, eUe =u. (19)
Dal Teorema (3.2) e dalle (18) e (19) segue che:
Teorema 3.3. Sia A un anello unitario i cui idempotenti siano tra loro permu-
tabili (in particolare A sia un corpide). Denotato con % ['insieme degli idem-
potenti di A, si ha che (% ,<) é un’algebra di Boole, il cui anello booleano
associato ¢ dato da (% ,®,®), con
edNnN=e+n—en, eON =en.
Si ha poi (vedi [2], Esempio 2.2):

Teorema 3.4. Un corpide in cui ogni elemento ¢ un idempotente é un anello
booleano e, viceversa, un anello booleano ¢ un corpide.



134 MARIA SCAFATI TALLINI - MAURIZIO IURLO

4. Proprieta degli idempotenti e dei divisori dello zero in un corpide
Sia K un corpide unitario e sia % 1’insieme degli idempotenti di K. Sia e €
% —{0}. Si consideri I’applicazione

Q.:neZ—neck.

L’ applicazione ¢ ¢ un omomorfismo dell’anello Z nell’anello K. Infatti:

@Q.(n+m) = (n+m)e=ne+me=@Q(n)+ @(m),
@.(nm) = nme = (ne)(me) = @(n)Pc(m).

Se e ha periodo ¢, risulta ker @, = {gz},.; e quindi Im @, ~ Z,. Inoltre, poiché
in K non ci sono nilpotenti, ¢ non ammette fattori propri multipli, cio¢ g ¢
semplice. Infatti, se fosse g = 1>p, sarebbe #p # 0 e inoltre (tp)2 =’p-p=0.
Allora Im @, = Z, & un sottocorpide di K e coincide con il sottocorpide di K
generato da e.
Se e ha periodo infinito, ker ¢, = {0} e, quindi, Im ¢, ~ Z.

Siha,see,n €%,

esnN=mn—ec¥, N—-e<n.

Infatti, ricordando la (11)
(n—e)’ = nte—en—ne
= MN+en—en—en=1-—e,
Nn-e=M—-e)n=mn-e<n.

Si ha ancora:
ene, e<n=—=mne<nn, VnelZ.

Infatti:
e<nN<=e=en=—ne=(nn)e<nmn. (20)

Dalla (20) segue il seguente teorema:

Teorema 4.1. Fissato un idempotente e di un corpide K, se esso ha periodo
infinito, allora ogni idempotente che ne sia maggiorante ha periodo infinito. Se
I’idempotente e ha periodo q, ogni idempotente minorante [’idempotente e ha
periodo dato da un divisore di q.
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Proviamo che

aa ' =ala, Va € K. 21

Poniamo:
b=aa'—a la. (22)
Si ha:
ab=cd’a'—aa la=d*a ' —a=—=aba=da*—a* =0
e
(ba)?* = (ba) (ba) = b (aba) =0,

da cui

ba =0,
altrimenti ba sarebbe nilpotente (cfr [3], Teorema 9). Ma

[ab=0, ba=0] = [ach1 =a,a= ailaz]

- [a_laZa_1 :a_la, aa ' = a_laza_l]
— aa = aila,

quindi la (21).
Sia O, I’insieme costituito dallo zero e dai divisori dello zero sinistri del
corpide K, cioe:
ac 0, Jae K—{0}:aa =0.
Sia 0, I’insieme costituito dallo zero e dai divisori dello zero destri di K, cio¢:
ac 0, <L 3 ck—{0}: b=0.
Proviamo che:

Teorema 4.2. In un corpide K ogni divisore dello zero sinistro é anche divisore
dello zero destro:

a,be K—{0}, ab=0<= ba =0. (23)
Dimostrazione. Siha:
ab=0 — b lal=0=—=blala=0 2 p g =0
— b ' (aala)=0=bla=0—=bb"'a=0Z b 'ba=0
= ba=0,

onde la (23). Dalla (23) segue che ogni divisore dello zero sinistro ¢ anche
divisore dello zero destro e viceversa, cioe

Os= 0.
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Ricordando che era stato denominato con & ’insieme costituito dallo zero
e dai divisori dello zero di K, si ha, quindi, per il teorema precedente:

0=0,=0,.
Proviamo inoltre che
Teorema 4.3. Si ha K # O se, e soltanto se, K ¢ unitario.

Dimostrazione. [<=]| Se K & unitario, la sua unita non ¢ un divisore dello zero,
onde K # 0.
[=1Se K +# O,esisteac K— 0. Postov = aa™! , risulta v ¢ & (infatti in caso
contrario esisterebbe un b # 0 in K, tale che bv = 0, onde baa~! = 0, da cui
ba=baa'a =0, e cid & escluso, essendo a € K — &). Si ha, per ogni a € K,
av=o’, vo=vao

da cui

(a—ov)v=0, v(a—av)=0,

onde (poiché v ¢ 0)
a—av=0, o—va=0,
ciog
o=av=ra,

quindi v & 'unita di K, onde la tesi.

Dimostriamo il teorema seguente.

Teorema 4.4. In un corpide K gli idempotenti sono permutabili con tutti gli
elementi di K, cioé si ha:

VacK, Vee U, ae = ea. (24)
Dimostrazione. Infatti:

2

= = (ae2:ae, eza:ea) — (ae —ae =0, e2a—ea:0)

= ((ae—a)e=0, e(ea—a) =0) &) (e(ae—a) =0, (ea—a)e=0)
= (eae —ea =0, eae —ae = 0) = eae = ea = ae,
onde la (24). ]
Sia K un corpide. Si ha:
Ya e K, na:0<:>n(aa_1):0, neZz.

Ne segue che

Teorema 4.5. Ogni a € K ha periodo uguale all’idempotente aa™".



CORPIDI E LORO PROPRIETA 137

5. Studio di una famiglia notevole di ideali di un corpide

Sia K un corpide e sia % I’insieme dei suoi idempotenti. Per ogni e € % si
ponga
K, = {ae}aEK~
Si ha:
a=0e=—>ae=0e=a

e quindi (cfr (24) e (21)):
aEKe<:>a:ae<:>a*1a§e<:>a:ea<:>aa*1§e, (25)
pertanto si ottiene che:

K. = {acK:a=ae}={acK:a=ea}
= {acK:aa'<e}l={acK:a'a<e}.
Teorema 5.1. K, ¢ un ideale bilatero del corpide unitario K. L’unita di K, é
lunita e del corpide unitario K. Gli elementi che ammettono inverso in K,, cioé
i non divisori dello zero in K,, sono tutti e soli quegli elementi a non nulli per i

quali si ha aa=" = e. Inoltre se e # u, dove u ¢ l'unita di K, ogni elemento a di
K., diverso da zero, ¢ un divisore dello zero in K, cioe

K. CO.
Dimostrazione. Per ogni o € K e a,b € K., si ha:
a—bekK, aackK, aock,, a! € K,.
Infatti:

(a€K,,beK,) = (a=ae,b=be)=—=atb=(atb)e
— axbeKk,;
(xeK,acK,) = (ackK,a=ae=eca)=— (aa=(0a)e, a0 =eacr)

= (aa €K, aack,)

e quindi K, & un ideale bilatero.
Inoltre e & ovviamente 1’unita di K,. Infatti,

ae-e = ae*=ae, Vae € K,,
eqt-e = Oee=ae’=ae, Vae € K,.

Dimostriamo ora che gli elementi che ammettono inverso in K, sono tutti e soli

gli elementi non nulli per i quali si ha aa~! = e. Per la (23), se aa~! = ¢, si ha
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anche a~'a = e e viceversa. Inoltre ricordiamo che (cfr [2], Teorema 2.4) in
un corpide unitario un elemento ammette inverso (coincidente con I’inverside)
se, e soltanto se, esso non & né zero, né un divisore dello zero. Ora, se a # 0,
a€K,, e+ u,alloraaa™! = e # u, per cui a non ¢ invertibile in K e quindi & un
divisore dello zero in K.

O
Risulta poi
K, =K, Ky = {0}7
K. CKy<—e<n, (26)
Dimostriamo la (26). Si ha:
[—1]
K. CKyp=—ecKy=—e=en=—e<n;
[«

(aeK,, e<mn) = (a=ae, e=en)
= a=ae=aeN =an —ackKy— K, CK,.
Dimostriamo la (27). Dimostriamo che K. N Ky 2 K.y. Basta dimostrare
che K.y C K., Koy € Kyy. Dalla (26) si ha che se en < e allora K., C K,. Ma
en = ene, perché en = ¢>n = ene. Analogamente per Ky . Si ha poi:
a€K,NKy = a=ae=an = a=aenN = a < Ky,
quindi
K.NKy C K
Poiché K, N Ky D K.y, si ha:
Ke ﬂ Kn — Ken
Si consideri I’applicazione:

¢.ec % — K, e PK.

Essa ¢ iniettiva, per la (26); inoltre, sempre per la (26), essa muta la relazione
d’ordine <, definita in %, nella relazione di inclusione. Poiché (%, <) & un’al-
gebra di Boole, ne segue che ({Ke}ee% , Q) ¢ un’algebra di Boole. Si ha inoltre
(cfr (3.2)):

K.NKy = Kep. (28)

Analogamente:
KeQKn = Ke+n76na (29)

dove U rappresenta 1’unione disgiunta. Concludendo, si ottiene il seguente:
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Teorema 5.2. La famiglia di ideali di K data da {K.},cq, , rispetto alla rela-
zione di inclusione C di K, risulta un’algebra di Boole, isomorfa a (% ,<), in
cui l'unione disgiunta U e l'intersezione N sono dati dalle (28) e (29). Vale la
formula di Grassmann:

(K.UKy =K., K.NKp=K;))=—=e+n=i+c.
Teorema 5.3. K, ¢ un corpo se, e soltanto se, e ¢ semplice in K.

Dimostrazione. Poiché K, ¢ un corpide, si ha che K, € un corpo se, e soltanto
se, K, non ammette divisori dello zero (cfr [2], Teorema 2.3). Occorre dunque
provare che K, non ammette divisori dello zero se e solo se e ¢ semplice in K.
[—>] Sia ® € %, con 6 < e. Si haallora 8 = e, onde 6 € K, (cfr (25)); inoltre
62 = Be, da cui segue 6 (6 —e) = 0, onde (poiché K, non ammette divisori
dello zeroe 0 € K, 0 —e € K,) risulta 8 = 0 oppure 8 = e. Ne segue che 0 &
semplice.

[<=] Siano a,b € K,, con ab = 0. Si ha a = ae e quindi a 'a = a~'ae, onde
a~'a < e. Poiché e & semplice, risulta a~'a = 0 oppure a~'a = e. Nel primo
caso si ha a = 0, nel secondo si ha 0 = ab = a~'ab = eb = b. Ne segue che
ab =0 implica a = 0, oppure b = 0, cio¢ K, non ha divisori dello zero. Si ¢ cosi
provata la tesi. O

1

1 1

Sia K un corpide qualsiasi. Per ogni a € K, posto e =aa ' = a 'a, si

consideri 1’applicazione:
T, xeK,—axcK,.
Teorema 5.4. L’applicazione T, é un automorfismo additivo di K,.
Dimostrazione. Si ha:
xyE€Ke,  Tu(x+y)=alx+y)=ax+ay=Ta(x) +Tu(y)
e inoltre (avendosi, per y € K,, y = ey):
T,(xy) = axy = axey = axa ‘ay = T,(x)a ' T,(y),

cioe T, € un omomorfismo additivo, cioé una trasformazione lineare di K,. Si
ha:

x € kerTy,—=x€K,,ax=0=x=¢ex, ax=0,

x = alax,ax=0=x=0,

onde ¢
kerT, = {0},
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1 1

dunque 7, ¢ iniettivo. Essendo a~! = a~'aa~ !

—ale,sihaa™ ! €K, quindi:
Vy € K, y:ey:a(afly):>E|x:a71y€Ke:y:ax,

cio¢ Im7, = K,. Ne segue che

T,: K, — K,
¢ biettivo, cioe ¢ un automorfismo additivo di K,. L]
Risulta:
Veec %, T,:xeK,— ex=x€K,,
cioe:
Veec U, T, I’applicazione identica in K,.
Proviamo che
Va,b e K, T,=T,—a=bh. 30)
Si ha (cfr (26)) per ogni a,b € K:
Ta = Tb — Kaa—l = Kbb—l; Vx € Kua—l = Kbb—l, ax = bx] (31)
— e=aa '=bb" 1 (32)
Se
x=ecK,=K,,-1 =Kpp-1, ae = be,
allora
a=a (aila) =ae=be=>b (bilb) =b,
onde la (30).

Si consideri la famiglia di trasformazioni parziali di K date da .7 = {T, } sek-
Essa ¢ propria, per la (30), e inoltre per ogni a € K, 7, & un automorfismo
additivo di K,,-1.

Per ogni a,b € K, si consideri la trasformazione parziale di K data da 7,0 7},.
Essa risulta:

Ta OTb X e Tb_l (Kaa—l ﬁKbb*I) — abx € Ta (Kaa—l ﬂKbb*I)' (33)

Proviamo che

TI;I (Kaa*1 mI<l7}f1) = Ky 1pp1s (34)
T, (K a-! ﬁKbbfl) = K, - 1pp-1- 35)

a
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Si ha:
Vtek, t=b'bt,bt=a"'abt] <= [t=b""bt,t=a"ar]. (36)

[<=] Segue subito dalla (24).
[=>] Per la (24), si ha:

t=b"'bt, bt =a'abt =t =b"'a 'abt =a'ab 'bt =a 'at, t = b~ 'br.
Dalla (36), si ottiene:

t €T, (Kyy1 NKypp1) = tEKy 1, bt € Kyt
— t=b"'bt, bt =a abt
— t=b'bt,t=a'ar
— 1€k, 1NKy,

cioe la (34) (in forza delle (28) e (21)). Inoltre si ha (cfr (24)):

xeK, 1,NKy1;, = [x:aflax,x:bflbx]

= [x= ala(ax), ax = b_lb(ax)}
— ax€Ka71aﬂKb71b,
cioe:
K, 1,NKy 1, CT, (K, 1,NK} 1) . (37)
D’altra parte si ha (cfr (24)):
xe€T, (K, 1,NKy1,) = x=at,t €K, 1,NKy 1,
— x=at,t=a 'at,t=b"'bt
— x=at,at=a 'alat), at =b 'b(ar)
— x=a 'ax, x=b'bx=x€ K,1,NK,1,
ciog:
Ta (Ka’laﬂKb’lb) gKa—laﬂKb—lb. (38)
Dalle (37) e (38) si ottiene la (35) (in forza delle (28) e (21)).

Per la (24) si ha:
Kab(ab)fl — Kaa’lbb’l . (39)

La (33) (in forza delle (34), (35) e (39)) si scrive:
T,0T,:x€ Kab(ab)—l — abx € Kab(ab)—l.
Essa coincide con T, quindi:

Tab = Ta (¢] Tb- (40)
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Si consideri I’applicazione:
¢:acK—T,eT.

Essa ¢ biettiva (per la (30)) e, per la (40), risulta un omomorfismo del gruppide
moltiplicativo di K sul gruppide di trasformazioni parziali .7 di K.
Dunque, I’applicazione ¢ & un isomorfismo tra i gruppidi (K,-) e (.7,0).
Si consideri la famiglia {K.},.,, . Essa gode delle seguenti proprieta.

VacK, [\ Ke=K,1,
ecU,
dove %, ={e € % :a € K, }. Infatti:

acK, = aa'cK,— K, 1 CK,

= K1 C () Ke C Ky = [ Ke =K.
eEU, eEUy,

Osserviamo che per ogni a € K, K,,-1 ¢ I'ideale generato da a. Infatti,
denotato con (a) tale ideale, si ha e = a~'a € (a) e quindi ae € (a), Va € K,
onde K, C (a). D’altra parte a € K,, quindi abbiamo anche I’altra inclusione
(a) C K. Dunque (a) =K,

aa=!-
6. Endomorfismi di un corpide

Sia K un corpide qualsiasi. Si consideri I’applicazione
F,:xeK—axeKk, ack. 41

Si ha:
Fu(x+y) =alx+y) = ax+ay = F,(x) + Fu(y).

Dunque, F}, ¢ un endomorfismo di (K,+). Si ha:
kerF, = {x € K : ax = 0}.

Dunque ker F;, coincide con I’ideale bilatero (cfr (23)) dei divisori dello zero di
a. Inoltre:
ImF, = {ax} ek,
cio¢ Im F, ¢ I’ideale destro generato da a. Si ha:
ImF, = {ax}yexk = K, ;1. (42)

Infatti,
e=aa' € ImF,;
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OtEKe<:>Oc:OCe:eO£:a(a_la):>OCGImFa,

onde

K, C ImFy;

o €lmF, <— (a=ax,x€K)
= eQ =eax= (aa_l)ax:ax:a:>ael(e,

quindi

ImF, CK,.
Dunque

K. =ImF,.

Dalla (42) si ha che Im F, ¢ un ideale bilatero sottocorpide di K. Si ha poi che la
restrizione di F, a K,,-1 coincide con 7;:

Fa‘Km—l - Tav (43)

dunque F, ¢ biettiva tra K,,-1 e K 1.
Proviamo che:

a,be K F,=F,<=a=h. (44)
Dimostrazione.
F, = F,=—ImF,=ImF,.
Essendo Im F, = Im Fp, da (43) e (30), segue a = b. 1l viceversa & ovvio. U

La famiglia di endomorfismi di (K, +) data da .% = {F, }4ck & propria, per
la (44).
Si consideri I’applicazione

p:acKr—F,€%.

Teorema 6.1. Dato un corpide K, la famiglia propria F = {F,}.ck di endo-
morfismi di (K,+), definiti dalla (41), rispetto alla composizione di endomor-
fismi di (K,+) e alla somma di endomorfismi di (K,+) costituisce un corpide
isomorfo a K. Gli idempotenti di (.F,+,0) sono quegli elementi F € .Z tali
che F ristretta a ImF ¢ l'identita. Lo zero di (F,+,0) é I’endomorfismo nul-
lo {, =0. F € F non é un divisore dello zero se, e soltanto se, esso é un
automorfismo di (K,+).
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Dimostrazione. La famiglia .# ¢ chiusa rispetto alla composizione di endomor-
fismi di (K, +). Infatti, per ogni F} e Fj, poiché

F,oF,:xe K+—abx €K,
siha F,oF, = F,;, € % . Inoltre .% & chiuso rispetto alla somma di endomorfismi:
V., Fp € 7, Fy+Fy = Fypp, (45)

perché
Fu(x) 4+ Fy(x) =ax+bx = (a+b)x € K. (46)

Dalle (45) e (46) si ricava che:

¢(ab) = ¢(a)od(b),
¢(a+b) = ¢(a)+0(b).

Dunque
0:K— 7

¢ un isomorfismo del corpide (K,+,-) sul sistema (.#,+,0) a doppia compo-
sizione. Ne segue che (#,+,0) & un corpide isomorfo a (K,+,-). Gli idem-
potenti di (.#,+,0) sono quegli endomorfismi F di .# la cui restrizione a ImF
risulta I’identita. Inoltre, se F & un automorfismo di (K,+) e siha FoG =0, con
G € .#, perogniu € K—{0}, deve risultare G(u) = 0, altrimenti F (G (u)) # 0,
dunque G = 0, onde F non & divisore dello zero. Viceversa, sia F~! I’applica-
zione inversa di F, esistente perché F' non ¢ un divisore dello zero (vedi [2],
Teorema 2.4) del corpide (.%,+,0). Siha FoF~! =%, dove % & I'uni-
ta di .#, cioe I’automorfismo identico di (K,+). Ma allora I’applicazione F
di K in se ammette 1’applicazione inversa e quindi ¢ una biezione, cio¢ ¢ un
automorfismo. O

Ne segue che (%, +,0) non & unitario se, e soltanto se, & privo di automor-
fismi.
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