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STRUCTURE D’ALGEBRE DE BANACH
SUR L’ESPACE A POIDS L, (G)

A. EL KINANI - A. ROUKBI - A. BENAZZOUZ

Let G be a locally compact group and @ be a weight on G. For p €
]1,+oo[, we give a necessary and sufficient condition, on ®, for L, (G) to
be a Banach algebra. The case where o is biinvariant under a subgroup K
of G is also considered.

1. Préliminaires et introduction.

Soient G un groupe topologique localement compact et dx une mesure de
Haar a gauche sur G. Soit @ un poids sur G c’est a dire une fonction positive,
mesurable et localement intégrable sur G. Pour 1 < p < 40, on définit I’espace
fonctionnel suivant :

L5(G)={f:G — C : mesurable et ||’ o € L'(G)}.

C’est un espace de Banach pour la norme ||.|, , donnée par

1

11l = [ 1700 0(0)x) " pourtout 1 € L4().
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Le dual topologique de (L‘Z,(G), [.] ‘pm) s’identifie a I’espace <L€V(G)7 || ]%W),

_q 1
olw=w ret—+-=11< p < +oo. Les espaces Li(G) ne sont pas des
q

p
algebres pour les produits ordinaire et de convolution. Pour p € [1,2], Kunze
et Stein ([7]) ont prouvé que si G = SL(2,C), alors L*(G) est un module de
Banach a droite sur L?(G) i.e.,

1/ #8ll> < epllgll, |1£1]- pour tous f € L*(G), g € LP(G),

ou ¢, est une constante indépendante de f et g. Dans [6], C. S. Herz a montré
que si G est un groupe de Lie connexe, semi-simple et de centre fini, alors
il existe une fonction poids @, sur G, continue et a croissance logarithmique
telle que I’espace L2 (G) soit un module de Banach a droite sur L”(G). Si G
est un groupe abelien localement compact et dénombrable a I’infini, A. Be-
nazzouz ([1]) a montré qu’une condition nécessaire et suffisante pour que 1’es-
pace a poids (Lg(G),|[-l], ), 1 < p < +oo, soit une algebre de Banach, pour

le produ1t de convolutlon est que la fonction ®T7 soit intégrable sur G et que
0T % @7 < @77 . Une extension de ce résultat pour une famille de poids a
été donnée dans [3].

Dans ce papier, nous considérons un groupe localement compact quelconque
G et un poids @ sur G. Nous donnons (Proposition 2.1 et Théoréme 2.6) des
conditions nécessaires et suffisantes, sur @, pour que I’espace L) (G) soit une
algebre de Banach. Nous considérons ensuite un sous groupe compact K de
G tel que le poids o soit biinvariante par K. Nous montrons (Proposition 3.1)
que (G,K) est une paire de Gelfand si et seulement si ’espace LZ:‘( X), »(G) des

fonctions de L%, (G) qui sont biinvariantes par K est une algebre de Banach
commutative. Puis, nous déterminons (Théoreme 3.4) le spectre de Gelfand
de I’algebre Lfi( ) »(G). Par ailleurs, nous étudions la transformation de Fou-

rier dans 1’algebre LZI.( X), w(G). Enfin, nous traitons le groupe des déplacements
SO(n) x R™, ot n est un entier supérieur a 2.

2. Structure d’algebre de Banach sur ’espace a poids L%, (G).

Une condition suffisante, sur @, pour que I’espace (Lg(G),||.]], ,,) soit une
algebre de Banach est donnée par le résultat suivant :

Proposition 2.1. . Soient p €]1,+oo[ et @ un poids sur G. Si

1 L 1
OTT x0T < OT7 (1)

alors Uespace (Lo(G), ||.||,, ) est une algébre de Banach.
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Démonstration. 1l reste a montrer que si ® un poids vérifiant (1), alors

1 *8llp.o < 11f1lp.018ll,.0- pour tous f,g € Li(G).

En tenant compte du fait que 1’espace " (G) des fonctions complexes continues
a support compact dans G est dense dans Lk (G), il suffit de montrer que

1/ *&llpo < If1l,0l8ll, o pourtous f,g € #(G).

Soient f,g € # (G) et h = fxg. En écrivant

= [ £
G

et en utilisant 1’inégalité de Holder, on obtient

1

91= ([0 00 g0 0l b i) W o)

1 1
1—

ou W = ™7 x@'™». Il en résulte que
arwread < ([0 ema) ([ o) o0 )
<

1117, 181150

Par I’inégalité (1), ona @ < W'~? vu que p > 1. Donc

178l < | [ OO 0(0)ts] < 1710

O

Remarque 2.2. L’algebre de Banach (L‘Z, (G), (111, w) n’est pas nécessairement

commutative. En fait, on montre, comme pour L!(G), que (Lﬁ,(G), []-1] p!w) est
commutative si, et seulement, si G est abelien.

Dans le reste de ce paragraphe, on se propose d’établir la réciproque de la
Proposition 2.1. Tout d’abord, montrons les résultats suivants qui seront utiles
pour la suite.

1 1
Soit p €]1,4e0] et — + — = 1. Soit ® un poids sur G et posons :
P 4q
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On suppose que o eL! (G) et que I’espace <LZ,(G), Hpr) soit une algebre

de Banach. Pour F € LP(G x G) et f € L” | (G), nous désignons par TF et Sf
W l-p
les fonctions définies sur G et G x G respectivement par

1) = [ F ool o) ¥ d:

et
Sf(xy) = f) 07 (D07 (y).

Les fonctions TF et Sf sont mesurables et on a :

Proposition 2.3. 1) Lapplication f — Sf est une isométrie de L _, (G)
WP
dans L1(G x G).
2) L’opérateur T est une application continue surjective de L (G x G) sur
LY, (G).
Démonstration.

1) Soit f € L:V,q (G).Ona

//GXG|Sf(x,y>|qudy - //GXG‘f(xy)’qw%q(x)w%(wdx‘iy
= 07w [ )07 (avas
G G
= [ o7 @ [ o) 07 (v
G G
= /G‘f(J’)‘q/Ga)%q(xfly)a)%q(x)dxdy
= [IF0w t)ay.

Donc

181y =171l 5

2) Un calcul simple montre que T est I’application transposée de S ; et comme
les espaces L}, (G) et L?(G x G) sont refléxifs, S est aussi ’application trans-
posée de T. Par suite, T est une application continue surjective de L”(G X G)
sur LL, (G). O

Proposition 2.4. L’espace L%, (G) est un module a droite sur Ly (G).

Démonstration. Nous allons montrer cette proposition en plusieurs étapes.
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a) Si f € LL(G) et F € LP(G x G), on définit une fonction H sur G x G en

posant :
=1 _ 1
0= ([ Feao7 @t i) @)
Alors H € LP(G x G) et que |[H||, < [|F|[, || f[, - En effet, on a

JlogHeeorasin=J[._

Comme la fonction z — F (x,z)a)_T] (z) est dans L (G) et que LE)(G) est une
algebre de Banach, on obtient :

// H(x,y)[Pdxdy = //GXG /GF(X,Z)(D%(Z)]C(Z_I)’)‘{Z
/G /GF(x,z)dzp

< FIG 150

. p
/GF(x,z)a)T(z)f(z_]y)dz o(y)dydx.

p
o(y)dydx

IN

/115 0 dx

Ce qui montre que H est dans L” (G x G) et que
HHL, < 1FI, 110 -

b) Si f € LL(G) etgGLp ;q(G),alors gxfell %q(G) et

Hg*fH wit = o llsll

P

En effet, pour tout F € L?(G x G), ona

A A -1 -1
] st Dsreia| < [ Jexfmren|o? wo? i
GxG GxG
En tenant compte du fait

g fxy) = /G |g(t) F (™ xy)|

et des expressions de S et T données par la Proposition 2.3, on obtient :

/L Xcs@*f)(x,y)nx,y)dxdy’ < [ IS o] dxds
< 1Is@l, 1L, o 11,
< (1S, 11, o I,
< gl

§ (1 f1lp0 1F1,-

qWw?p
D’ou

lex 1,2 <Al llsl] -2
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c) Soit f € Ly (G) et g € LY, (G). Alors g f € LI (G) et
g fllpw < llgllpw /1] p.0-

En effet, pour tout & € Lé} —,(G),ona
P

[Lessoonas) < [ [ o)Ll ool avax
< [Is0l [ 1F6y)] il dxdy
< el [571]
<

gl w 115wl 5

Donc g f € Ly (G) et [lg* fl|,w < |lgll,w 1], - Ainsi I'espace Ly (G) est
un module a droite sur L} (G). O

D’aprés 2) de la Proposition 2.3, chaque g € Lf,(G) définit, par convolution
a gauche, un opérateur borné %, de Ly (G) dans L}, (G) par

Ko(f) = g f. pour tout f € LE(G).

Soit Z I’application définie, sur L5)(G), par Z(g) = %,. On a alors le résultat
suivant :

Proposition 2.5. L’application % est un homomorphisme injectif de Li(G)
dans Uespace de Banach £ (L (G), LY, (G)) des opérateurs bornés de Lb,(G)
dans L}, (G).

1 1
Démonstration. Comme @77 et W7 sont dans L' (G), les espaces L5, (G) et
LY, (G) sont contenus dans L' (G). Par ailleurs, I’application Z est injective. De
plus

12l = sup{|[f*gll,w:fll,0<1}
lellp.o-

IN

D’ou la continuité de Z. De plus, Z est une application linéaire injective de
L5(G) dans & (L5(G), LY, (G)). Ainsi Z est une application linéaire bijective
continue de LY (G) sur Z (LZ, (G)) . Pour finir, on montre comme dans [3] que
2% (L (G)) est fermé dans I'espace £ (L%, (G), Ly, (G)) ; et on conclut par le
théoreme de Banach. d

La réciproque de la Proposition 2.1 est vraie comme le montre le résultat
suivant :
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1
Théoréme 2.6. Soient p €]1,+[ et ® un poids sur G tel que @7 € L'(G).
Si Uespace (L5 (G),||.I| ».o) €st une algebre de Banach, alors, il existe une
constante ¢ > 0 telle que :

1 1 1
Orx-r <cowl-r. )

Démonstration. Comme L}, (G) est une algebre, on a

T(feg) = fa)i?1 *ga)%, pour tous f, g € L?(G).
De plus T(f ®g) € L5 (G). D’ob
T(L?(G)® LP(G)) C LL(G).

Par ailleurs
T(LP(GxG))= Lﬁ,(G).

Donc I'espace Li, (G) N LY, (G) est dense dans LE, (G). Soit maintenant / 1 appli-
cation identique définie dans L{,(G) N L}, (G) muni de la norme de L, (G). Par
la Proposition 2.5, il existe une constante M > 0 telle que

1]y, < Msup{[|f=gll,w: [18llp0 <1}

Et de fait que LI, (G) est module a gauche sur L, (G), on a

fllpw = Msup{[lf=gll,w: 8,0 =<1}
< M|[fll,w pour tout f € Ly, (G) NLE, (G).

Donc I est un opérateur continu de L5 (G) N LY, (G) dans LE(G). Par suite, I se
prolonge en un opérateur continu sur Ll (G) tout entier. Autrement dit Lt (G) C
L5 (G). Ainsi il existe une constante M > 0 telle que

1f1lp.0 < M1 ], - pour tout f € L (G).

Ceci entraine que @ < MW. Donc

1 1 1

o-rx-r <col-r,ouc=M

SRS

O

Exemple 2.7. Soit A une partie compacte de G. On pose @ = Y4 la fonction
caractéristique de A. Alors, pour tout p €]1, 4o, on a

o) = [ o) ody

= /A xa (v x)dy
< mes(A)xa(x).
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Donc, d’aprés la Proposition 2.1, L;A (G) est une algebre de Banach. De plus
feLy(G) = |fI"xmel'(G)
= [Pt <o

— /A|f(x)ypdx<oo
< felLP(A).

Ainsi LY, (G) s’identifié a I'espace de Banach LP(A) des fonctions de puissance
p-iémes intégrables sur A muni de la norme ||.|[,, définie par :

A1l = ([ 1 d)?.

En particulier, si A = {xo}, alors I'espace Ly (G) est une algebre de Banach qui
0
coincide avec I’algebre des fonctions complexes définies sur G.

3. Spectre de Gelfand de I’algebre LZI.( K), »(G) et fonctions sphériques.

Soient K un sous groupe compact de G et f une fonction complexe définie
sur G. On dit (cf. [5]) que f est biinvariante par K si, pour tout x € G,

f(kxh) = f(x), pour tous k,h € K.

Dans toute la suite, on désigne par ;) (G) I’espace des fonctions de %' (G)
qui sont biinvariantes par K. La paire (G,K) est dite de Gelfand (cf. [5]) si
I’algebre de convolution #;x)(G) est commutative. Soit @ un poids sur G,

biinvariant par K, tel que 1’espace <LZ,(G), 111, w) soit une algébre de Banach.

Alors le sous espace vectoriel fermé LZI.( X) »(G) de L5 (G) constitué des fonc-

tions biinvariantes par K est une algebre de Banach. De plus, on a ce qui suit.
Proposition 3.1. Soient p €]1,+o0[, K un sous groupe compact de G et @ un
poids sur G biinvariant par K tel que I’espace (LZ, (G),]|.] ]p7w> soit une algébre

de Banach. Les assertions suivantes sont équivalentes.
1) (G,K) est une paire de Gelfand.

2) L’algébre de Banach <LZZ.(K) o G, 11| p’w> est commutative.

Démonstration. Résulte de la densité de 1’espace ;) (G) dans LZI.( X, w(Gé

On rappelle la définition suivante.
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Définition 3.2. ([5]) Soit (G,K) une paire de Gelfand. Une fonction sphérique
est une fonction ¢ continue sur G, biinvariante par K, telle I’application

S () = [ Fpl
soit un caractere non nul de 1’algebre de convolution %3,k (G) c’est a dire

x(f8) = x(f)x(g), pour tous f,g € Hpi(x)(G)-
Remarque 3.3. Si G=R", K = {e} et

n(p—1)
5

N
o(x) = <1 + HXHZ> , pour s >
alors les fonctions sphériques sont les fonctions exponentielles sur R” i.e.,
o(x) = e 2 (L Q).

Soit (G,K) une paire de Gelfand. Notons .7, le spectre de Gelfand de
I’algebre LZl.( X), »(G) c’est a dire I'ensemble des caractéres non nuls de

LZ[(K), »(G). Alors les fonctions sphériques jouent le role des fonctions expo-
nentielles comme le montre le résultat suivant :

Théoreme 3.4. 1) Soit @ une fonction sphérique appartenant

in(K) . (G). Alors I'application

q
1z

=) = [ 70l @

Y ) \ . p
est un caractere de l’algebre de Banach commutative Lbi( X), o(G).

2) Pour tout )} € My, il existe une fonction sphérique W appartenant

q
Lbi(K),af% (G) telle que

x(f) = /Gf(x)l[/(xfl)dx, pour tout f € LZI.(K)@(G).

Démonstration. 1) Elle résulte de la définition des fonctions sphériques et de la
densité de %} x)(G) dans Lil.( %).0(0)-

2) Soit x € #,. Alors ) est une forme linéaire continue de norme 1. Par
conséquent, I’application f —— x(fx), ou fx est la fonction définie par

fx(x) = / f(kixky)dkydk,, pour tout x € G,
KxK
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est une forme linéaire continue sur Lf(G).

Soit Wy 1’'unique fonction de L?
bi(K),»"

x(fx) = (f, W), pour tout f € L(G),

(G) vérifiant

tﬂ&

(v = [ vl

Comme Y est non nul, il existe une fonction non nul g € J#(G) telle que
x(gk) = 1. Alors, pour tout f € #(G); et en vertu du théoréeme de Fubini,
ona

x(fx) = x(fk*8k)

= 2((f*gx)x)
= <f*gK7 lI/O>
= fa 8K * W0)>
_ / Flx
ol ¥ = gk * Y. La fonction v € LZ )0 4 (G) est alors continue, biinvariante
i P
par K et |]1//|| Wit = = 1. De plus, si f et g sont deux fonctions continues a
support compact ona
2 ficx ) = 2 (F0x(ex) = [[ 1wl) — w@)p0)lficx)gx () dxdy
G><G
Lo L wiakrian - w<x><p<y>} F(2)g(s)dxdy
GxG |[/K
D’ou
[ wisky)dk = y(p() : vy € G,
Donc v est une fonction sphérique. O

4. Transformation de Fourier dans I’espace a poids L’b’i( X) o G)-

Soient K un sous groupe compact de G et @ un poids sur G biinvariante par
K tel que I’espace L) (G) soit une algebre de Banach. On suppose que (G, K)
est une paire de Gelfand. Pour toute f € L) (G), posons

fﬁ(x) = f(x!), pour tout x € G.

On vérifie facilement que I’ application f — f* est une involution d’algébre sur
L% (G). Si de plus, le poids @ est pair i.e., ©(x ') = ®(x), pour tout x € G, alors
on a le résultat suivant :
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Proposition 4.1. Si le poids @ est pair, alors linvolution f — f* est une
isométrie sur Ly (G).

Démonstration. Soit f € L5 (G), on a

p _ ~1\|P
/G‘fﬁ(x)\ o(x)dx = /G}f(x N|” o (x)dx
= /G|f(x)‘pw(xil)dx
= Lirer e

Une fonction ¢, définie sur G, est dite de type positif si
Y, o xj)eic; > 0

quels que soient les éléments x1,xp,...,xy de G et les nombres complexes cj,
c2,..., cn. Soit @ une fonction continue sur G. Pour que ¢ soit de type positif il
faut, et il suffit, que

[ ot )7y 0
GxG
J o)« pwpax =0,
O

Proposition 4.2. On suppose que w7 € L'(G). Alors toute fonction continue
de type positif sur G appartienne a L? , (G).
o P

Démonstration. Soit ¥ une fonction continue de type positif sur G. Alors,
d’apres [5], il existe une représentation unique, unitaire et continue (7,¢) de
G telle que

Y(x) = (u| w(x)u),
ou u est un vecteur K-invarint et cyclique de 5. Par suite
[vwlre? @i = [l xul o7 (dx
G G
P | o7 (x)dx.
G

IN
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Dans toute la suite, nous supposons que le poids @ est pair et que w7 €
L'(G). Soit y une fonction continue de type positif sur G. Alors la forme
linéaire L sur L) (G) définie par :

L) = [ 1w s

est positive vue que

L) = [l )0 70)dxdy 0.
De plus si ¥ est biinvariante par K, alors il en est de méme pour L i.e.,

L(f) = L(fx), pour tout f € L5 (G).

La réciproque est également vraie comme le montre le résultat suivant.

Théoreme 4.3. Soit L une forme linéaire continue, sur Lﬁ,(G), positive et biin-
variante par K. Alors, il existe une fonction unique continue y de type positif et
biinvariante par K telle que

L(f) = [ Feptx

De plus |IL|| = (e).

Démonstration. Elle est analogue a celle donnée pour I’algébre L!(G) ([5]).
O

Comme conséquence, on a le résultat suivant.

Corollaire 4.4. Soit Py(x)(G) I’ensemble des fonctions W continues de type po-
sitif sur G, biinvariantes par K et vérifiant y(e) < 1. Alors Pyx)(G), considéré
comme une partie de L, (G), est compact pour la topologie *-faible

w P

- (sz%(G),Lﬁ,(G)).

Démonstration. Puisque la boule unité de L% (G) est compact pour cette topo-
logie, il suffit de montrer que Py;k)(G) est fermé. Si L est limite d’éléments
de Py(x)(G), c’est une forme linéaire continue de type positif sur L, (G), biin-
variante par K et vérifiant ||L|| < 1. D’ou, d’aprés le théoreme précédent, L €
Poix)(G)- [
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Remarque 4.5. D’aprés le Théoreme 3.4, .#,, s’identifi¢ a I’ensemble des fonc-
tions sphériques @ € L? 4 (G)telsque ||@|| -¢ =1et@(e)=1.Pourtout
bi(K),0 P gW?P

fe LZi( X), »(G), la transformée de Fourier de £, notée encore .% (f), est définie
par

F(f)(e)= /Gf(x)(p(x_l)dx, pour tout ¢ € M.

La fonction .% (f) appartient a I’espace %o (.#) des fonctions continues sur
My et tendant vers 0 a I’infini. De plus, la transformation de Fourier .% :
LZl.( X), o(G) — 6o(M ) est un homomorphisme a image dense.

On termine par étudier le cas du groupe des déplacements de I’espace eucli-
dien R”". Soit 7 un entier > 2 et G le produit semi-direct

G = SO(n) x R".

II est bien connu que G opere doublement transitive sur G/K = R”, ou K =
SO(n), et que (G, K) est une paire de Gelfand. Une fonction f sur G biinvariante
par K peut étre considérer comme fonction sur R” invariante par K c’est a dire
une fonction radiale sur R". De plus, si f est une telle fonction, alors on a

f(x)dx = /NF(r)dr, our=||x||.
R 0

o
Pour o > g, posons My (k,x) = (1 + \x|2> . Alors g est un poids sur G

biinvariante par K. De plus, il existe une constante c(o) ([3]) telle que

g x 0y <cla)oy!

Comme dans la Proposition 2.1, on montre que

1 8llp.wy < (@) If]].0, l18].0, - POUr tous f,g € Lo, (G).

Dongc, sans perte de généralité, on peut supposer que (Lg, (G), [-][, 4,) est une
algebre de Banach. Comme (G,K) est une paire de Gelfand, le sous espace
férmé LZI.( K).0,(C) de L%, (G) est une algebre de Banach commutative.

Le résultat suivant décrit le spectre de Gelfand de I’algebre LZI.( K),00 (G).

(G) s’écrit d’une maniére unique

PR 5 p
Théoreme 4.6. Tout caractere de Lbi(K),a)a

sous la forme

f—2) = [ Fx)en(x)dx
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ot A est un réel strictement positif et
& (DR fan\*
(P/l(x):‘P(rak):F<2)Zn<2
k=0 k!T" (k + 7>
2

qui admet la représentation intégrale suivante

n
r(3)

2

V%F(n;1>

T
o(nA)= / exp(idrcos6)sin"2(0)d6.
0

, . . N P s 2 2
Démonstration. Soit ¥ un caractere non nul de Lbl.( K),00 (G). D’aprés le Théo-

réme 3.4, il existe une fonction sphérique ¢ € L7 4 (G) telle que
bi(K),wq "

» o

x(f)= /Gf(x)(p(x_l)dx, pour tout f € LZI.(K) o (G)-

Par [5], les fonctions sphériques, pour la paire (G, K), qui sont dans

L 4 (G) sont exactement les fonctions @ . O
bi(K),wq "

Remarque 4.7. Le spectre de Gelfand de 1’algebre de Banach Lgl.( )00 (G) est

homéomorphe a [0, 4.
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