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HILBERT E LA TEORIA DEGLI INVARIANTI

FABRIZIO CATANESE

La nascita della teoria degli invarianti viene attribuita a Lagrange e Gauss,
in connessione con la teoria delle forme quadratiche binarie, ma sicuramente si
sviluppo piu avanti nel corso del diciannovesimo secolo, in cui in effetti domino
la scena per lungo tempo, grazie alla sinergia con la geometria proiettiva di
Monge, Poncelet, Mobius, Chasles, ed altri geometri ancora.

Quali veri e propri fondatori della disciplina vengono riconosciuti A. Cay-
ley e J.J. Sylvester, mentre Hilbert, pur risolvendo il problema aperto pit impor-
tante della teoria, ebbe in fato di passare alla storia (parole di H. Weyl, in [40])
come colui che quasi uccise la teoria degli invarianti.

Possiamo pero ripetere, citando il compianto Gian Carlo Rota: “La teoria
degli invarianti ¢ come la araba fenice, che risorge dalle proprie ceneri”.

Per il lettore non esperto, dobbiamo innanzitutto chiarire che la morte del-
la teoria degli invarianti, se proprio la dobbiamo chiamare cosi, coincise perd
con la nascita della algebra commutativa, ed anche dei fondamenti della geo-
metria algebrica moderna. Queste ceneri erano dunque cosi ricche di fermenti
nuovi, che non suona percio come contraddizione che poi la teoria stessa de-
gli invarianti sia risorta su basi piut generali, e sia oggigiorno cosi di nuovo un
argomento di vivo ed attuale interesse (cf. [33] e la introduzione di [21]).

I'lavori principali di Hilbert sull’argomento sono:

1) Uber die invarianten Eigenschaften spezieller binirer Formen, insbeson-
dere die Kugelfunktionen (Sulle proprieta invarianti di speciali forme binarie, in
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particolare le funzioni circolari): questo lavoro, del 1885, fu la tesi di Promotion
(Dottorato) di Hilbert, scritto a Konigsberg, cosi come i successivi.

2) Uber einen allgemeinen Gesichtspunkt fiir invarianten theoretische Unter-
suchungen in bindre Formengebiete (Su un punto di vista generale per ricerche
di teoria degli invarianti in domini di forme binarie), tesi di Habilitation (Libera
Docenza), apparso nel 1887 sui Mathematische Annalen (pp. 381-446).

Le ricerche di Hilbert culminarono nelle altre due ponderose memorie:

3) Uber die Theorie der algebraische Formen, apparso nel 1890 sui Mathe-
matische Annalen (pp. 473-534), a cui faremo riferimento come [16],

4) Uber die vollen Invariantensysteme, Mathematische Annalen (pp. 313-
373) 1893, a cui faremo riferimento come [17].

Dopo il 1893, scrisse solo un altro lavoro sull’argomento in questione.
Questo atteggiamento era assai tipico in Hilbert, che si ¢ interessato di campi
di ricerca fra loro assai diversi, ma quasi sempre concentrando le proprie
pubblicazioni nei singoli campi in periodi di tempo circoscritti.

Hilbert tenne perd ancora corsi sulla teoria degli invarianti (vedi [21]) e
sicuramente continud ad interessarsi e a discutere di questi problemi, basti pen-
sare che Emmy Noether fu sua collaboratrice, e che il contributo fondamentale
di Emmy Noether fu proprio quello di fondare 1’algebra astratta, estendendo i
risultati di Hilbert ad un contesto piti generale (chiamato in seguito: teoria de-
gli anelli Noetheriani), e semplificando e chiarendo, insieme ad Hermann Weyl,
Emil Artin e van der Waerden, molti degli argomenti originali di Hilbert.

1. 1l concetto di invariante.

Definition 1. Sia G un gruppo che agisce su un insieme X: allora una funzione
f: X — Y sidice INVARIANTE se

Vge G, VxeX siha f(x)= f(g7'x).

Il significato geometrico & evidente: la funzione f deve essere costante
sulle orbite di G, ciog sugli insiemi della forma

Gx = {y |dgeq, te.y= gx}.
Nella maggior parte dei casi qui considerati, come 1’esempio successivo, si avra

Y = C U {o0}.
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Example 1. L’esempio classico del birapporto si ha considerando una qua-
terna ordinata x = (xy, X2, X3, X4) di punti distinti sulla retta proiettiva P! =
C U {o0}.

1l birapporto della quaterna ¢ il seguente quoziente di rapporti semplici

(¢f [7])

X3—X)
x3—x; _ X*3 X % X4 — X3

Bir(xy, x2, x3, x4) 1= =
X4—X) — —_

Ya—xy X3 X2 X4 — X1

che risulta essere un invariante per la azione del gruppo GL(2) per cui una

matrice invertibile g € GL(2)
_fa b
8= c d

ax;-i-b
_%-——
cx; +d

opera nel modo seguente

Nell’esempio testé dato si verifica inoltre che ogni funzione invarian-
te, che sia continua, od espressa da una funzione razionale negli argomenti
(x1, X2, X3, x4) si lascia scrivere come funzione del birapporto.

La situazione diventa subito pilt complicata in dimensione piu alta, come
mostra il secondo esempio, che il lettore interessato potra vedere ampiamente
trattato nel libro di Hermann Weyl The classical groups ([39)).

Example 2. Consideriamo il gruppo delle matrici ortogonali n x n complesse,
G = O(n, C) che agisce sullo spazio vettoriale V := C", e quindi anche sul
prodotto Cartesiano X := V™ = {V = (v, ..., un)} che posso anche vedere
come lo spazio delle matrici n x m.

In questo caso consideriamo I’anello A delle funzioni polinomiali su X
che sono invarianti per la azione del nostro gruppo G.

L’anello 4 ¢ generato come C-algebra (I Teorema fondamentale) dai
prodotti scalari y;; :=< v;, v; >. '

Da una parte & chiaro che questi prodotti scalari sono invarianti, dall’altra
un po’ di geometria ci viene in aiuto per capire meglio la situazione:

consideriamo la applicazione
V:V—Y.= vy

che associa alla matrice V la sua cosidetta MATRICE di GRAM Y.
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Come si suole vedere oggigiorno in un buon corso di algebra lineare,
Pimmagine della applicazione W consiste dell’insieme A, delle matrici di
rango minore od eguale a d := min(m, n).

Il nostro insieme A, & definito da equazioni polinomiali, poiche una
matrice ha rango minore od eguale a d se e solo se tutti i determinanti dei minori
di ordine (d + 1) x (d + 1) si annullano.

Definendo 7, come I'ideale generato dai predetti determinanti dei minori
di ordine (d 4+ 1) x (d + 1), ¢ allora assai plausibile il II Teorema fondamentale
di Weyl che asserisce che '

L’anello 4 degli invarianti ¢ uguale all’anello quoziente C[y;;]/Ig41.

Per chi sa un po’ di geometria algebrica, questo ¢ I’anello delle coordinate
omogenee della varieta determinantale A,4, e la applicazione W € un quoziente
categorico V" //0O(n), ciog un quoziente nel senso della teoria degli invarianti.

Spiegare in dettaglio cosa ¢ un quoziente categorico esula dal nostro scopo
(vedi [28]), perd possiamo mostrare facilmente come la applicazione W non
sia un quoziente topologico per la azione del gruppo G = O(n) (e quindi
giustificare in qualche modo il bisogno di introdurre un concetto diverso di
quoziente).

Example 3. Consideriamo il caso m = 1 in cui c’é un solo vettore. Allora
¢’¢ un solo invariante, cioé il quadrato della norma del vettore, dunque si ha
vV - C.

Ma V/Om) # C, poiché in V ci sono i cosiddetti vettori ISOTROPI,
cioeé quei vettori v non nulli tali che < v,v >= 0. Per ogni vettore isotropo
Uinvariante si annulla, ma un vettore isotropo non nullo non é G-equivalente al
vettore nullo.

Remark 1. Si puo osservare pero come, se ci restringiamo al sottospazio R"
dei vettori reali, allora la applicazione V da un quoziente topologico.

Questo esempio, in cui il quoziente reale (R) per il gruppo compatto
O(n,R) esiste, e la sua complessificazione R @g C = C da il quoziente
categorico, ha ispirato una serie di recenti lavori, in cui la parola chiave é
la cosiddetta “moment map” (cf. [12], [25]).

Abbiamo scelto il precedente esempio proprio perche esso mostra bene il
legame profondo tra la teoria degli invarianti e la geometria algebrica.

Infatti, cercheremo di mostrare come [16], con i suoi teoremi fondamentali
che oggi sono i teoremi pilastro dei fondamenti della geometria algebrica, segni
la nascita della algebra commutativa, anzi pill in generale dell’algebra moderna.
E questa I’opera piu significativa di Hilbert? Saremmo tentati di dir di si.
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2. Invarianti delle forme binarie ed n-arie.

Le forme n-arie, nella terminologia classica, sono i polinomi omogenei in
n variabili. In altre parole una forma n-aria di grado k & un polinomio omogeneo
P(Zo, ey Zn—l) su C".

Il caso pilt investigato nella seconda meta del secolo scorso fu quello delle
forme binarie, ossia quando si ha n = 2, e si considera il gruppo G = SL(2, C),
delle matrici 2 x 2 a determinante uguale ad 1.

Vari autori, fra cui Cayley, Clebsch, Aronhold, Faa di Bruno, Capelli,
arrecarono notevoli contributi, ma “re degli invarianti” fu decretato Paul Gordan
(relatore di Emmy Noether), il quale risolse in modo esplicito ed algoritmico il
problema della finitezza degli invarianti delle forme binarie.

Vediamo un po’ di presentare i punti salienti della teoria degli invarianti
delle forme n-arie. '

1l metodo simbolico di Aronhold.

1) Problema: trovare polinomi f omogenei di peso (=grado) d nei coefficienti
delle forme P n-arie di grado k, che siano invarianti per I’azione del gruppo
G = SL(n,C).

2) Prima trasformazione del problema: ad un tale polinomio f corrisponde
una ed una sola forma multilineare simmetrica F(Py, ..., P,).

F determina f via il facile processo di
2a) Restituzione: f(P):= F(P,..., P).
A sua volta, tale F si ottiene da f attraverso il processo di
2b) Polarizzazione: poiché f (A Py +---+AiyP;) &un polinomio nelle variabili

Aly ooy Ag, F(Py, ..., Py) viene definito come il coefficiente di Ayeony Ag
diviso per d!. .
3) Seconda trasformazione del problema: F(Py,..., P;) & completamente

determinato dai valori che esso assume sulle d-tuple di polinomi P; che sono
potenze di forme lineari P; = Lf.‘, poiché I'insieme di queste potenze genera lo
spazio vettoriale dei polinomi omogenei di grado k.

Percio alla forma multilineare simmetrica F corrisponde un polinomio
¢(Ly, ..., L) multiomogeneo di grado k attraverso la formula
3b) ¢(Ly,...,Ly) = F(LX, ..., L%).

E facile vedere che tale ¢ ¢ simmetrica e G = SL(n, C)-invariante, e
che tale corrispondenza & bigettiva; basta infatti, riducendosi al caso d = 1,
verificare che una forma lineare sui polinomi omogenei di grado k & la stessa
cosa che un polinomio omogeneo di grado & sui polinomi di grado 1 : questo
fatto, in caratteristica zero, oggigiorno & espresso dalla formula
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Sk(v)v — Sk(V\/)

che esprime la commutativita delle operazioni: prendere il duale, e prendere la
k-esima potenza simmetrica. Siccome a questo punto il lettore meno versato
si pud essere spaventato, in pratica quel che si dice & che, dato un polinomio
omogeneo P = Z”|=k a;x' ed una forma lineare F(P) = lel:k bray, ad
essa corrisponde un polinomio ¢ = 3 _; b; y!, dove le coordinate y; sono le
coordinate duali delle coordinate x;.

4) Soluzione del problema: siamo ridotti dunque a calcolare gli invarianti di
d forme lineari (per 1’azione del gruppo lineare). Come piu tardi chiarito dal
citato Hermann Weyl, tali invarianti sono combinazione lineare di determinanti
formati con n forme lineari.

Nel caso n = 2, avremo quindi che la ¢ & una combinazione lineare
di prodotti di determinanti (L;, L;), ove (L;, L;) denota il determinante della
matrice due per due formata dalle due righe L;, L; (rappresentiamo i vettori di
V come colonne, e gli elementi dello spazio duale come righe).

Example 4. Rimanendo nel caso n = 2 delle forme binarie, la facile osserva-
zione che il determinante & una funzione alternante dei due argomenti, mentre la
F & una funzione simmetrica dei suoi argomenti, ci assicura che tutti i prodotti
di determinanti (L;, L;) devono avere esponente pari, e quindi k & un intero
pari.

Per k = 2 esiste un unico invariante, quadratico, delle forme quadratiche,
cioé il ben noto discriminante di una forma quadratica.

Esso corrisponde all’invariante (L, L»)?, e gli unici invarianti sono solo
le potenze r-esime del discriminante, che corrispondono agli invarianti

Z (Lotiys Lo@)? -+ (Lo@r—1ys Lon)*

0682,—

La situazione & piit interessante per le forme di grado k = 4.
Per d = 2 abbiamo 'invariante I corrispondente a ¢, = (L, L)%, per
d = 3 abbiamo 'invariante J corrispondente a

¢3 = (L1, Lo)*(L1, L3)*(La, L3)*.

1l facile esercizio di identificare 1, J seguendo le trasformazioni (inverse)
del problema si realizza cosi: scriviamo

Ly = (uoxo + u1x1), Ly = (ugxo + u}x1)
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percio

’ /\4 4 14 3 3 4
b2 = (uou] —u1ug)* = ugu — duguyufuy +6uduuu? — duouduuf +ufuy .

A questo polinomio, poiché

LT = (uoxo+uix))* = uoxo + dudux3x, + 6udin? x3x? + dugud xox? -}-ulx1 =
= apxy + dayxix; + 6axx2x? + dazxox; + asx}

corrisponde una funzione bilineare di una coppia di polinomi di grado 4, cioé
la funzione i

(P, Pl) = aoag — 4a1ag -+ 6a2a§ — 461361; + a4a(’) ,
e, per restituzione (poniamo dunque P = P’), il pblinomio
1(P) = 2(apas — 4a a3 + 3a?).

Simili calcoli ci danno che

ap ar a
J(P)=6det(a1 a a3)

a; az ay

Il caso k = 4 ¢ ultraclassico, e vale in realta il seguente

Theorem 1. L’anello degli invarianti per le forme binarie di grado 4 ¢ un
anello di polinomi C[I, J].

Il motivo fondamentale per cui vale il precedente teorema ¢ dovuto al fat-
to che, se prendiamo gli invarianti per GL(n, C) invece che per SL(n, C), si
vede facilmente che i sopracostruiti invarianti per SL(n, C) di peso d sono dei
covarianti di peso d per GL(n, C), nel senso che non sono invarianti per una
trasformazione g, bensi vengono moltiplicati per la potenza d-esima del deter-
minante dig. In questo caso non ci sono polinomi GL(n, C)-invarianti, bensi
solo funzioni razionali invarianti. Il campo delle funzioni razionali GL(n, C)-
invarianti ¢ allora il campo delle frazioni omogenee di peso 0 dell’anello degli
SL(n, C)-invarianti.

Ad esempio, il discriminante del polinomio di grado k = 4 & espresso,
a meno di una costante, da 8A = I° — 6J2, ed il campo delle funzioni
razionali GL(2, C)-invarianti sulle forme binarie di grado k = 4 & generato
dalla funzione j = (1/8)I°/A, cosicché tale campo & il campo C(}).
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Infatti, se consideriamo funzioni invarianti di peso 0 stiamo lavorando sullo
Spazio proiettivo associato, e quindi per k = 4, poiché ogni forma binaria & un
prodotto di forme lineari, stiamo lavorando sullo spazio delle quaterne di punti
della retta proiettiva IP'. Come gia visto, se prendiamo quaterne ordinate, I’unica
funzione razionale invariante & il birapporto, che denoteremo con . Siccome
prendiamo quaterne non ordinate, dobbiamo prendere 1’unica funzione di A che
sia invariante per la azione del gruppo delle permutazioni di quattro elementi.

Allora, un calcolo elementare mostra come I'unica funzione invariante sia
la funzione

(A2 = A+ 1)°

=S

che, con un po’ di fatica, si verifica coincidere con la J data in precedenza.

Per gli esperti, osserverd che I’interesse del precedente teorema proviene
dal legame con la teoria delle funzioni ellittiche, altro argomento centrale nella
matematica del secolo scorso. '

Infatti, ogni curva ellittica si pud portare in “forma normale” di Weierstrass,
come cubica piana di equazione non omogenea

y2=4x3—g2x—g3,
€, ponendo
P(x) =4x> — gox — g3,

otteniamo un polinomio di grado 4 con
ap=a=0,a =1, a3=—g/4, a=—g3.

Percio,
I =2g, =068, A=gj—21g:

e I’invariante
3
82

j= 2
g —271g3

assume lo stesso valore per due curve ellittiche esattamente quando queste due
curve sono tra loro biolomorfe.
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3. 1l problema degli invarianti delle forme e la “soluzione” di Hilbert.

Ritorniamo al caso classico delle forme binarie di grado k. Abbiamo visto
come la struttura dell’anello degli invarianti sia molto semplice per k = 4. Una
grande messe di lavori, ad opera di vari autori, fra cui ad esempio Faa di Bruno
(vedi ad esempio gli articoli [4], [5]) fu dedicata alla ricerca di generatori per
tale anello, per valori di k bassi, &k < 10.

Sulla struttura di tale anello sono ritornati anche autori moderni, come
Igusa ([24]) per k = 6 e Shioda ([35]) per k = 8, ma la determinazione
della struttura per valori piti grandi k > 8 rappresenta ancora una sfida per i
matematici odierni a sviluppare effettivi metodi algoritmici.

Poiché i coefficienti di una forma binaria monica sono le funzioni elemen-
tari simmetriche delle radici della forma, dette ricerche (ad opera di Cayley,
Betti, Salmon, il citato Faa di Bruno) si intrecciarono col problema intermedio
dello studio delle funzioni simmetriche e della loro algebra; come gia osserva-
to, il campo delle funzioni razionali invarianti per GL(2) si pud vedere come
il campo delle funzioni razionali di k punti sulla retta proiettiva, invarianti per
proiettivita e per permutazione dei k punti. Se si prende poi la radice quadrata di
tale polinomio, si associa al polinomio con le date radici una curva iperellittica
(una curva ellittica se k = 4): e dunque il problema suddetto & oggigiorno men-
zionato come il problema del campo delle funzioni razionali sopra lo spazio dei
moduli delle curve iperellittiche.

Il contributo maggiore sulle forme binarie fu quello del citato “re degli
invarianti” Paul Gordan, il quale dimostrd

Theorem 2. (Teorema di Gordan). Dato k qualsiasi, I’anello degli invarianti
per SL(2,C) delle forme binarie di grado k é finitamente generato (come C-
algebra) ed esiste un algoritmo esplicito che permette di trovarne un insieme
finito di generatori.

Restava il grosso problema della finitezza degli invarianti nel caso generale
delle forme n-arie, per n arbitrario.

In una lettera ad A. Cayley del 24 gennaio 1889 il giovane Hilbert annuncia
soddisfatto il suo importante teorema, che verra presto pubblicato nel 1890 in

[16]:

Theorem 3. (Teorema di finitezza di Hilbert). Dati k, n qualsiasi, I’anello de-
gli SL(n, C)-invarianti delle forme n-arie di grado k ¢ finitamente generato
(come C-algebra).

Pin generalmente, sia data una azione lineare di SL(n,C) su uno spazio vet-
toriale W. Allora I’anello delle funzioni polinomiali su W che sono SL(n, C)-
invarianti ¢ finitamente generato (su C).
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Purtroppo, la generalita del risultato e la complessita del problema non
permisero ad Hilbert (ma anche a nessun altro matematico in seguito) di indicare
un algoritmo cosi esplicito come quello di Gordan, che si basava su una formula
esplicita, detta formula di Clebsch-Gordan, e che permette, come vedremo
meglio in seguito, di trovare come agisce il gruppo SL(2, C) sullo spazio dei
polinomi omogenei di peso d nei coefficienti delle forme binarie.

I sarcastico commento di Gordan al risultato di Hilbert fu: “Questa &
Teologia, non Matematica!”.

Spronato da questo sferzante commento, in [17] Hilbert andd avanti, dando
stime esplicite sul grado massimale di un insieme minimale di generatori (in
altre parole, Hilbert mostrd che esisteva una funzione esplicita d(n, k) tale che
I"anello degli invarianti era generato dagli elementi omogenei di grado minore
od equale a d(n, k)).

Lo studio di quest’ultimo lavoro di Hilbert ha ispirato David Mumford a
costruire, negli anni 1960-70, una moderna “Teoria Geometrica degli Invarian-
ti”, collegata anche al classico problema posto da Riemann sui Moduli delle
curve algebriche (cf. [28], [29]).

4. Teologia = Algebra moderna: la dimostrazione di Hilbert.

Quali sono dunque i metodi nuovi introdotti da Hilbert nel suo tour de force
per risolvere il problema della finitezza degli invarianti?

Qui il discorso diviene assai semplice, perche la maggior parte delle idee
introdotte sono ormai divenute patrimonio comune di tutti i cultori odierni di
matematica.

Infatti, i teoremi principali contenuti nel lavoro [16] sono

Theorem 4. (Teorema della base D). Ogni ideale I C Klxy,...,x,] di un
anello di polinomi a coefficienti in un campo K ¢é finitamente generato.

Theorem 5. (Teorema della base II). Ogni ideale 1 C Zlxy, ..., x,] di un
anello di polinomi a coefficienti interi ¢ finitamente generato.

Oggi ¢ pit nota la versione post-Emmy Noether, che asserisce pil astratta-
mente:

Se A & un Anello Noetheriano, allora anche A[x] & Noetheriano.

Per spiegare il famoso teorema delle sizigie, conviene usare il linguaggio
moderno: sia la situazione come nel teorema della base, ma assumiamo che
Pideale I dell’anello di polinomi A := K [x1,...,x,] sia omogeneo, cioe
generato da un insieme (finito) di polinomi omogenei.
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In questa situazione si verifica che tutti i sistemi minimali di generatori
omogenei non solo hanno la stessa cardinalita, ma esiste una matrice quadrata
di cambiamento di base con determinante costante e differente da zero (essen-
zialmente poiché I'insieme I; degli elementi di I che sono omogenei di grado
d & uno spazio vettoriale di dimensione finita).

Sia dunque {P;,..., P} una base di I, ovvero un sistema minimale
di generatori omogenei di /: a questa scelta corrisponde un omomorfismo
surgettivo ¢ : A* — 1,1l cui nucleo M si chiama il MODULO DELLE
RELAZIONI di I, o delle PRIME SIZIGIE di /.

La parola sizigie viene dalla parola greca “mettere assieme sotto il giogo”,
ed i tori vengono effettivamente messi sotto il giogo nella cosiddetta teoria delle
“sizigie delle varieta abeliane”. Al di la degli scherzi, le prime sizigie sono allora
le k-uple di polinomi (Qy, ..., Q) tali che '

Q1P1+...+Qkpk =0.

Adesso, il modulo M ha in comune con [ la proprieta di essere un MODULO
GRADUATO, cio¢ ogni elemento di M si scrive in modo unico come somma
finita di elementi omogenei (cio¢, M = @®,M,, ove M, rappresenta lo spazio
vettoriale (di dimensione finita) degli elementi di M omogenei di grado d).

A sua volta, si pud prendere una base di M, ed il modulo delle relazioni per
M si chiama il modulo delle SECONDE SIZIGIE di /. E quindi chiaro come si
pud induttivamente definire, per ogni intero r, il modulo delle r-sizigie.

Si va avanti-all’infinito? Hilbert ci dice di no:

Theorem 6. (Teorea delle Sigizie). Per ogni ideale omogeneo 1 C K|[xy, ...
-+ Xn] di un anello di polinomi a coefficienti in un campo K il modulo delle
r-esime Sizigie e nullo non appena r > n.

Nello stesso lavoro inoltre Hilbert introduce e studia le funzioni numeriche,
dette oggi funzioni di Hilbert, fy(d) := dimg(As/1y), Fy(d) = dimg(I,),
mostrando che per d sufficientemente grande esse coincidono con dei polinomi
(a loro volta detti oggi POLINOMI DI HILBERT). In realta Hilbert considera
pit generalmente il concetto di modulo graduato (finitamente generato) e la
funzione numerica associata.

E noto che la funzione di Hilbert fu(d) porge le definizioni pil eleganti
dei concetti di dimensione e grado del luogo di zeri (nello spazio proiettivo P"~!
di un ideale / omogeneo.

Infine, [16] culmina col citato teorema di finitezza degli invarianti, in cui
la nostra traduzione di “Rationalititsbereich” &: “campo di caratteristica zero”.
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Theorem 7. (Teorema di finitezza di Hilbert). Dato un campo K di caratteri-
stica zero, ed interi k, n qualsivoglia, anello degli invarianti per SL(n, K)
delle forme n-arie di grado k a coefficienti in K & finitamente generato (come
C-algebra).

Pin generalmente, sia data una azione lineare di SL(n,K) su un K-
spazio vettoriale W. Allora ’anello delle funzioni polinomiali su W che sono
SL(n, K)-invarianti ¢ finitamente generato.

Prima di accennare alle ulteriori profonde idee di Hilbert che portarono alla
dimostrazione del teorema di finitezza, vorremmo proseguire indicando alcuni
dei risultati di [17] che sono oggi ben noti al grande pubblico, in primo luogo il

Theorem 8. (Teorema del Luogo di zeri = Nullstellensatz di Hilbert). Per ogni
ideale I C Clzy, ..., z,] di un anello di polinomi a coefficienti nel campo C
dei numeri complessi, (od in un campo K algebricamente chiuso) sia Z(I) il
luogo degli zeri di I, cioé il seguente sottinsieme dello spazio affine

ZU):={z=(z1,...,2)€C" | P@)) = OVP e I}.

Allora, un polinomio Q si annulla sul luogo di zeri Z(I) se e soltanto se esiste
una potenza Q" di Q che appartenga all’ideale 1.

La dimostrazione che si da oggigiorno & pid semplice di quella originaria,
e si basa su un “trucco” introdotto da Rabinowisch nel 1926 (anche lui della
scuola di Hilbert ed Emmy Noether): ridursi al caso di un ideale I’ per cui
Z(1I') sia I’insieme vuoto.

Nel caso in cui Z([) = @, basta dimostrare che la costante 1 sta nell’ideale
I.

Ammesso questo caso, il trucco consiste nel considerare per prima cosa
I'ideale 1" associato ad I nel seguente modo: aggiungiamo una variabile y e
consideriamo I'ideale /" C Clzy, ..., z,, y] generato dal sistema di generatori
{P1,..., P} diI edal polinomio yQ(z) — 1. Chiaramente, se Q si annulla su
Z (1), allora non esiste nessun punto (z, y) che soddisfi le equazioni

Pi(z)=0,..., (z) =0, y0(z) —1=0.
Adesso la funzione 1 & una combinazione
1=G(z, )P (2)+ -+ Gz, y) Pe(2) + G(z, y)(yQ(z) — 1)

ed il trucco finale consiste nel sostituire y con 1/Q(z).
Come gia detto, nel caso in cui Z(I) = @, basta dimostrare che la costante
1 sta nell’ideale 7, e anche per questo caso particolare esistono oggi molte
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dimostrazioni: Hilbert, che si riduce al caso in cui il luogo di zeri sia finito,
fa appello alla teoria classica della eliminazione. Questo approccio, se non il
pit breve od elegante, mi ¢ sempre parso quello pili naturale e didatticamente
piu comprensibile.

Uno dei problemi ancora aperti a riguardo del Nullstellensatz & la determi-
nazione di stime effettive dall’alto per I’esponente v tale che per ogni Q che si
annulli sul luogo di zeri Z (/) valga: Q¥ e I.

Recenti ricerche di Brownawell, Kollar, Ein-Lazarsfeld ed altri autori
([3], [26], [9]) hanno condotto ad una determinazione di stime assai buone
sotto opportune ipotesi per I’ideale I (tali‘ipotesi sono verificate per gli ideali
che compaiono nelle questioni di geometria algebrica e di teoria dei numeri
trascendenti).

Come osservato anche da David Mumford, i contributi del lavoro [17] so-
no ancora in parte da (ri)scoprire, e la disamina sarebbe assai tecnica, mi li-
miterd perciod ad enunciare il famoso risultato che giace alla base ‘dell’utilis-
simo strumento in teoria dei moduli chiamato oggi CRITERIO di HILBERT-
MUMFORD

Theorem 9. (Teorema degli Zeri degli Invarianti). Sia data una azione lineare
di SL(n, K) su un K -spazio vettoriale W. Allora I’anello delle funzioni poli-
nomiali su W che sono SL(n, K)-invarianti genera un ideale il cui luogo di zeri
¢ ’insieme dei VETTORI INSTABILI, cio¢ dei vettori w che soddisfano:
esiste un sottogruppo moltiplicativo ad un parametro K* C SL(n, K) tale che
il vettore nullo O giaccia nella chiusura della orbita K*w.

Passiamo ora a delineare I’argomentazione del teorema di finitezza degli
invarianti, che si articola su due punti principali.

Lemma 10. Sia data una azione lineare di G := SL(n, K) su un K-spazio
vettoriale W. Allora, detto K[W] Uanello delle funzioni polinomiali su W,
e K[W]C il sottoanello delle funzioni polinomiali che sono G = SL(n, K)-
invarianti, esiste un unico G-proiettore lineare p : K[W] — K[W]C che, per
ogni grado d > 0 induce una proiezione

p: KWy — K[W]S
(si ha cioé p* = p, il che dice che p é un proiettore, ed inoltre vale:

pg(w) = p(w)Vg e G , weW).
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Corollary 11. Se p ¢ I’unico G-proiettore ed f, € K[W]C, allora vale:
V12, p(f1f2) = fip(f2).

Dimostrazione. Segue subito dai seguenti fatti:

1) un prodotto di invarianti & un invariante (qui: f;,0( 12))

2) Sul sottospazio dei multipli di fi, { f; f2}, il termine a destra definisce un
G -proiettore. '

3) il G-proiettore & unico. Q.E.D.

Proposition 12. Sia data una azione lineare di un gruppo G su uno K -spazio
vettoriale W. Allora detto K[W] l’anello delle funzioni polinomiali su W, e
K[WI1C il sottoanello delle Sfunzioni polinomiali che sono G = SL(n, K)-
invarianti, se esiste un unico G-proiettore lineare p : K[W] — K[W]° come
nel lemma precedente, allora I’anello K[W]1° ¢ finitamente generato come K -
algebra. ‘
Dimostrazione. Sia K [W]ff 'unione degli elementi di K[W]° omogenei e di
grado strettamente positivo, I C K[W] I’ideale generato da K [W]JGr.

Per il teorema della base, 1'ideale omogeneo I & finitamente generato da
un sistema di generatori {Py, ..., P;} omogenei in K [W]f.
Tesi. Glielementi {1, P, ..., P} generano 'anello KfW]¢ come K -algebra.
Infatti. 1’enunciato si dimostra per induzione sul grado di f € K[W]°.

Se fe K[W]fj C 1, allora posso scrivere

S=01Pi+ -+ QP
Applicando il G-proiettore p ed utilizzando il corollario, ottengo
f=p()=p(Q1Pi+" + QuP) = p(O)P + -+ p(Q) P .

Poiche ogni P; ha grado positivo, p(Q;) stain K[W]° ed ha grado strettamente
minore di f. Per ipotesi induttiva allora i p(Q;) stanno nella sottoalgebra
generata da {1, Py, ..., P}, e dunque anche f. Q.E.D.

Rimane la questione: per quali gruppi G esiste un G-proiettore? (un
gruppo G si chiama RIDUTTIVO, se per ogni sua azione lineare su un K -
spazio vettoriale esiste un tale G-proiettore).

Poiche il campo K ha caratteristica zero, la risposta & positiva nel caso in
cui il gruppo G sia finito = {g, ..., g, basta infatti definire:

p(f)=0/)) fog .

=1t
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Pit generalmente, se il gruppo G & un gruppo topologico compatto con misura
invariante dtg di massa totale = 1, invece della media finita si pud utilizzare il
seguente integrale per definire p:

p(f)sz(fog‘1>duG.

L’esistenza di un proiettore per G = SL(n, C) segue in modo assai semplice,
ma non costruttivo, col seguente argomento dovuto ad Hermann Weyl.

1l trucco unitario di H. Weyl

Il gruppo G = SL(n, C) contiene il sottogruppo compatto G’ = SU (n, C)
delle matrici unitarie a determinante 1.

Inoltre, il gruppo G’ & denso nella topologia di Zariski di G, cio& ogni
identita polinomiale che vale su G’ vale anche su G. Data dunque una azione
lineare di G, che ¢ data da funzioni polinomiali di g € G, se esiste un G’-
proiettore p, allora p ¢ anche un G-proiettore.

La risoluzione data da Hilbert del problema dell’esistenza del proiettore
(oggigiorno chiamato “operatore di Reynolds™) era piu elaborata, ma anche pit
esplicita.

L’idea ¢ che, il gruppo G essendo connesso, una identita come quelle che
definiscono la proprieta di essere un G -proiettore vale per ogni g € G se e solo
se vale per g = Identita ed inoltre la sua derivata & nulla.

Hilbert usa dunque il metodo introdotto da Cayley, e delle identita scoperte
da Alfredo Capelli per I’algebra di operatori differenziali generata dagli

Operatori Differenziali sul gruppo GL(n, C)

]
A,-j = E Xih ax .
h=1,..n Jh

Dunque I’approccio di Hilbert, sviluppato poi da Hermann Weyl nel suo libro
The classical groups (in cui si trova una ampia discussione delle identita di
Capelli), apri una ulteriore generalizzazione in cui la teoria degli invarianti
diveniva un capitolo di una pill generale

Teoria delle Rappresentazioni dei Gruppi continui.

Questa teoria & ancora in pieno sviluppo, ed in essa gli operatori diffe-
renziali A;; sono i generatori dell’algebra di Lie del gruppo lineare GL, € la
algebra di operatori differenziali considerata si chiama oggi, quando il gruppo
G ¢ arbitrario, la algebra inviluppante della algebra di Lie del gruppo.
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In questo contesto la formula di Clebsch-Gordan & la formula che, data la
rappresentazione S™ (V) di SL(2, C) data dalle forme binarie di grado m (V)
¢ uno spazio vettoriale complesso di dimensione 2), decompone il prodotto
tensoriale

Sm(V) ® SP(V) = Z Sm+p—2i(v).

i=0,..min(m.p)

Oggigiorno, (cf. [1]), tale formula si deriva dalla teoria dei caratteri del toro
massimale, ed una sua potente generalizzazione & la formula dei caratteri dovuta
ad Hermann Weyl ([39], [23]).

Rimando il lettore interessato ad una pitt completa discussione sulla storia
della teoria degli invarianti all’eccellente articolo di Claudio Procesi 150 years
of invariant theory ([33]), pubblicato su un recente volume dedicato alla eredita
matematica di Emmy Noether. :

Invece, per gli sviluppi dell’opera di Hilbert nella direzione della edifica-
zione dell’algebra commutativa, ad opera di Emmy Noether, Emil Artin (a cui
si deve, cf. [19], la dimostrazione pil semplice del teorema della base per un
anello Noetheriano) e van der Waerden, rimando all’eccellente articolo di Hu-
bert Flenner Emmy Noether and the development of commutative algebra ([11]),
nonche al succinto Nachwort (Epilogo) di van der Waerden, ed all’articolo di H.
Weyl ([40]).

Per il lettore piti interessato agli aspetti storici del contributo di Hilbert
alla teoria degli invarianti, una fonte assai interessante & il recente libro della
Cambridge University Press ([21]) in cui vengono pubblicate le note, scritte da
uno studente di nome Sophus Marxsen, di un corso sulla teoria degli invarianti
tenuto da Hilbert nel 1897.

Interessante per noi italiani scoprire come, all’inizio del suo corso intro-
duttivo, Hilbert raccomandasse ai suoi studenti quattro testi fondamentali, tre di
Clebsch (Teoria delle forme algebriche binarie), Salmon (Modern higher alge-
bra), e Gordan (Lezioni sulla teoria degli invarianti), ed uno del citato Faa di
Bruno (scritto in francese ed edito a Torino nel 1876, poi tradotto in tedesco da
Max Noether che aggiunse una prefazione).

Altre fonti (cf.[6]) richiedono una conoscenza delle lingua tedesca.

5. N XIV problema di Hilbert.

Fra i problemi che pose Hilbert nel Congresso di Parigi del 1900, il
quattordicesimo era motivato dalla sua brillante ed assai generale soluzione del
problema della finitezza degli invarianti.

I1 problema si enuncia cosi, davvero in una generalitd molto grande
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XIV PROBLEMA:

Sia E un campo K -unirazionale di caratteristica zero, ovvero K & un
campo di caratteristica zero ed E & contenuto in una estensione finitamente
generata e puramente trascendente di K, si ha cio¢ una serie di inclusioni

KCECK((x,...,x,).

E vero allora che I'anello R := ENK [x1,...,x,] ¢ finitamente generato su K
(cio¢ come K -algebra)?

Example 5. Sia data una azione lineare di G su K": si puo porre E =
K(x1,...,x,)%, ed allora, avendosi R = K|xi, ..., x,1€, il problema posto
e il solito problema di finita generazione della sottoalgebra degli invarianti.

Nel 1959 Nagata ([31]) dette una risposta negativa al problema anche nel
caso speciale di un anello di invarianti.

Nel contresempio di Nagata il campo K ¢ il campo C dei numeri comples-
si, il gruppo G ¢ un gruppo algebrico lineare unipotente, n = 2r & un intero
pari, € la formulazione dell’esempio ¢ completamente geometrica.

Si hanno r punti py, ..., p, nel piano proiettivo complesso P%, K (xi, ...
..., X2,) &1l campo generato dalle coordinate degli r punti, mentre I’anello R &
I’anello bigraduato

R = ®nnH"(S, Os(nL —m Y Ey)).

i=l,.r

Per capire la notazione bisogna appunto usare un po’ di geometria algebri-
ca, per cui la spiegazione sara comprensibile solo agli esperti:

S ¢ la superfice ottenuta scoppiando il piano negli r punti, che si suppon-
gono generici, ed Ey, ..., E, sono le corrispondenti curve eccezionali di prima
specie sudi S.

Come spiegato nell’avvicente articolo di David Mumford sul XIV proble-
ma ([30]), si deve ad Oscar Zariski, ed alla sua formulazione geometrica nel
linguaggio dei divisori, la strada che ha portato ai contresempi di Rees e Nagata
([341, [31D.

A tutt’oggi, il problema, in formulazioni meno generali, rimane ancora
aperto:

1) sotto quali tipo di ipotesi su G e sulla sua azione gli invarianti sono
finitamente generati? '

2) Se D &un divisore su una varieta algebrica X, quando si puo affermare che
R(X, D) = ®,H%X, O,(nD)) & finitamente generato? (vedi [42]).
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3) Congettura fondamentale per la estensione della classificazione di Enriques
in dimensione maggiore o uguale a quattro: se X & una varietd liscia di tipo
generale e Ky ¢ il suo divisore canonico, allora & vero che R(X, Ky) &
finitamente generato?
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(2]

(3]

(4]

(5]

(6]
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