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M, -IPERGRUPPOIDI MATROIDALI
APPLICAZIONI A-LINEARI E
AUTOMORFISMI DI M, -IPERGRUPPOIDI

DOMENICO FRENI

In this paper we forward in the investigation of the matroidal M) -
hypergrupoids introduced in [13]. We give necessary and sufficient conditions
for a M, -hypergrupoid to be matroidal; moreover, we find its cardinality and
we analyse the properties of the corresponding omomorphisms. The paper
gives also a characterization of the group A(G,), that is the one of the
automorphisms of the hypergroupoid G, ; this hypergroupoid is obtained by
a given group G, an element of its A and the action of G on G determined by
the same operation of G. If G has finite cardinality we have:

IA(G)| =[G : (WAEHL,

In questo articolo si continua e si approfondisce lo studio degli M, -
ipergruppoidi. Assegnato un gruppo G che opera a sinistra su un insieme M
mediante I’azione ¢ : (x, a) — xa e fissato un elemento A di G, sull’insieme
M si definisce ’iperprodotto:

(1.1) aeb=>bea={\a, Ab}, V(a,b)e M
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L’insieme M munito dell’iperprodotto e ¢ un Hy -gruppo, cio¢ soddisfa le
due proprieta:

(1.2) Y(a,b,c)eM?, (aeb)ecNae(bec)#W;

(1.3) YVaeM, aeM=Mea=M.

(M, o) si chiama M, -ipergruppoide e con abuso di notazione si utilizza
il simbolo M, per indicare non solo il sostegno M, ma anche lo stesso quasi-
ipergruppoide.

Nei primi due paragrafi si trovano delle condizioni necessarie e sufficienti
affinche un M, -ipergruppoide sia matroidale e se ne determina la dimensione,
mentre, nel terzo paragrafo, si studiano le principali proprieta degli omomor-
fismi. Significativi sono alcuni risultati sul gruppo A(G;) degli automorfismi
dell’ipergruppoide G, che si ottiene considerando un gruppo G, un suo ele-
mento A e ’azione di G su G determinata dalla stessa operazione di G.

Vengono descritti vari esempi che mettendo in risalto gli aspetti geometrici
e combinatori della teoria.

In tutto I’articolo, G rappresentera un gruppo moltiplicativo e si utilizzera
la notazione |A| per indicare il periodo di un qualunque elemento A di G.

1. M, -ipergruppoidi matroidali.

Nell’articolo [13] sono stati studiati i sottogruppoidi [A] generati da una
parte non vuota A di un M, -ipergruppoide e sono state determinate delle con-
dizioni affinche un M, -ipergruppoide sia matroidale, cio¢ verifichi 1’assioma
dello scambio:

(1.4) xe[AUyl,x¢[A] = yel[AUx].

Si osservi che il simbolo [#] si utilizza per rappresentare 1’intersezione
di tutti i sottoipergruppoidi di un ipergruppoide (H, o) ed ovviamente sono
possibilii due casi: [#] = @ oppure [@] # 0.

Nel secondo caso, I’insieme [J] ¢ un sottoipergruppoide di H e piu
precisamente: [(] ¢ il pint piccolo sottoipergruppoide di H se e solo se [0] # .

In particolare, per la Proposizione 3.2 di [13], in ogni M, -ipergruppoide
di cardinalita maggiore di 1 e tale che A appartiene al nucleo N, dell’azione
di G su M oppure G non opera transitivamente su M, I’intersezione di tutti i
sottoipergruppoidi di M, & vuota.

Significativo ¢ il seguente:
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Teorema 1.1. Se [(] # @, allora M, = [0] se e solo se M, e matroidale.

L’implicazione = ¢ ovvia; alla dimostrazione dell’implicazione inversa si
premette il seguente:

Lemma 1.2. Se M, ¢ un ipergruppoide matroidale tale che (] # 0, allora si
ha:

1) Se esiste almeno un elemento b € M, tale che [b] # M,, allora [b] = [0];
2) Esiste a € M, tale che M, = [a].

Dimostrazione. 1) Se esiste un elemento b € M, tale che M, # [b], preso
a € M, —[b], per il Corollario 2.4 (1) di [13], esiste una coppia (n, m) € N* x N
tale che A"a = A"b, perche § # [@] C [a] N [b]. Pertanto, b = A" ™a con
n —m > 0 e di conseguenza b € [a] (si osserviche b = A""aen—m <0
implicano a = A™7"b € [b], impossibile). Del resto, se b ¢ [@], essendo M,
matroidale, si ha a € [b], contraddizione. Dunque b € [(] e [b] = [].

2) Se per ogni a € M si ha M, = [a], la dimostrazione & conclusa. Se
esiste un elemento b € M, tale che [b] # M,, allora M, = [a], per ogni
a € M, — [b]. Infatti, se M, # [a], per 1), si ha [a] = [J] = [b] e quindi
a € [b], contraddizione.

Adesso si dimostra I’implicazione <= del Teorema 1.1.

Per il Lemma 1.2 - 2), esiste un elemento a € M, tale che M, = [a], e per
il Corollario 2.4 (1) di [13], si ha M; = {X"a},>0-

Ora, se A appartiene al nucleo N, dell’azione ¢ di G su M, la cardinalita
di M, ¢ uguale ad uno e si ricava subito M, = [{]. Mentre, se A ¢ N, ed
a ¢ [La], allora a ¢ [A%a] in quanto [A2a] = {A'a},>» C [Aa], quindi i due
sottoipergruppoidi [Aa] e [A%a] sono entrambi strettamente contenuti in M, .
Applicando il Lemma 1.2 - 1), si ottiene [Aa] = [(J] = [A®a], quindi Aa € [A%a]
ed esiste un intero positivo k > 2 tale che Aa = A¥a, dacui a = A*~la e [Aa],
contraddizione. Pertanto a € [La] ed esiste un intero k > 1 tale che A*a = a.

Infine, posto r = min{k € N*|A\* € Stabg(a)}, si ricava

(1.5) M, ={a, ra, ..., ) "la)

e per ogni intero k taleche 0 < k <r — 1, si ha:

(1.6) M;, = [ al,
perch¢ a = A'a € [A\*a]. Inoltre, essendo [J] # @, esiste un intero k €
{0, 1, ...,r—1} tale che A*a € [?], per cui [(] = [A*a] = M, e ladimostrazione

¢ conclusa.
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Corollario 1.3. Sono equivalenti le seguenti condizioni:

1) M, e matroidale;

2) La famiglia £ (M,) = {[al}uem dei sottoipergruppoidi ciclici di M, é una
partizione di M.
Dimostrazione. Si incominci ad osservare che M = [, la] ed inoltre
[a] # @, per ogni a € M,,.

Si distinguano i due casi: [J] # @ e [d] = 2.

Nel primo caso, se M, ¢ matroidale, per il Teorema 1.1, si ha M, = [@] e
quindi M; = [a], per ogni a € M,_. Dunque ¥ (M,) = {M} ed ovviamente ¢ una
partizione di M. Viceversa, se (M, ) € una partizione di M, la cardinalita di
F (M,) ¢ uguale ad uno, altrimenti esiste una coppia (a, b) di elementi distinti di
M tale che [a] N [b] = @, quindi [J] = @, contraddizione. Pertanto M, = [a],
per ogni a € M, ed ogni sottoipergruppoide K di M, coincide con M,, cio¢
M, = [(] ed ovviamente ¢ matroidale.

Nel secondo caso, se M, ¢ matroidale e (a, b) ¢ una coppia di elementi
di M, tale che [a] N [b] # @, preso ¢ € [a] N [b], si ha {a, b} C [c], quindi
[a] = [c] = [b]. Viceversa, sia F(M,) una partizione di M e si considerino
un sottoinsieme A di M, e una coppia (a, b) di elementi di M, tali che
ace[AU{b}]eda ¢[A]. Se A = 0, siottiene a € [b], da cui segue [a] = [b] e
belal] =[AU{a}]. Se A # @, per il Teorema 2.3 (5) di [13], siha a € [A]U[b]
con a ¢ [A], quindi a € [b] ed anche in questo caso b € [a] C [A U {a}].

Proposizione 1.4. Se M, ¢ matroidale e [(}] # 0, allora G = (A) Stabg(a), per
ogni a € M. Inoltre, se ) é un elemento di G di periodo finito n, la cardinalita
|M| di M divide n e

Stabg (a) N (1) = {(A‘M‘)S 0<s < i}
| M|
Dimostrazione. Per ogni a € M, e per ogni elemento x € G — (Stabg (a) U (A))
si ha a # xa. Per il Teorema 1.1, M, = [a] = [xa] ed esistono due interi m ed
n tali che A"a = A" (xa), dunque a = (A" "x)a e " "x € Stabg(a). Quindi
x € M7 Stabg (a) e per conseguenza G = (A) Stabg (a).

Inoltre, posto r = min{k € N*|A¥ € Stab(a)}, per (1.5), siha |[M| =r ed
n = |A| >r = |M]|, perche A" = 15 € Stabg(a).

Del resto, per ogni intero p > 0, I’elemento AP" appartiene a Stabg (a) e
viceversa, se A" € Stabg(a), dividendo m per r, si ottiene m = gr +t con
0 <t <r,quindi

a=AN"a=MN0M\)a=MNa

e per la minimalita di r si ha t = 0 ed m = gr. Infine, r divide n perche
A" = 1¢ € Stabg (a), quindi Stabg (@) N (A) = {(A")* : 0 <s < =}.
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Esempio 1. Sia H un sottogruppo di indice due di un gruppo G e sia M =
{a, b} U C un insieme tale che {a,b} N C = @ = G N M. Ovviamente si ha
HG—-H)=(G—-—H)H=G—-He(G—H)(G—- H)= H,dunque ¢ ben
definita I’azione ¢ di G su M tale che:

xa=a e xb=b>b, VxeH,;
xa=b e xb=a,VxeG-H;
xc=c, YcelC, YxeG.

E chiaro che Stabg (a) = Stabg (b) = H e Stabg(c) = G, perognic e C.
Dunque il nucleo dell’azione ¢ di G su M ¢ N, = H.

Per ogni A € H e per ogni m € M, si ha [m] = {m}.

Per ogni A € G — H e per ogni c € C, siha [a] = [b] = {a, b} e [c] = {c}.

In entrambi i casi F(M,) ¢ una partizione di M e per il Corollario 1.3 M,
¢ matroidale. Inoltre, se C # @, si ha [f)] = ¢ perche [a] N [c] = @, per ogni
ceC.Mentre,se C=0eAreG— H,siha M, =[0].

Esempio 2. I due gruppi Z, e Z operano sull’insieme M = {a, b} mediante
I’azione ¢ definita nell’esempio 1, ponendo rispettivamente H = 2)e H =
2Z.

Rispetto a Zy,, se A = 3 si ha M, = [/], Stabg (a) N (§) = (6) ed
ovviamente Z;, = (2) + (3).

Mentre rispetto a Z, preso A = 3, si ha M, = [{], Stabg(a) N3Z =6Z ¢
Z=27Z+3Z.

Nell’articolo [13] sono stati costruiti degli M, ipergruppoidi considerando
dei K-spazi vettoriali V' # {0} e ’azione del gruppo moltiplicativo K* del
campo K, determinata dalla restrizione a K* x V* dell’operazione esterna di
V. Inoltre, nel Teorema 3.5 di [13] si ¢ dimostrato che per ogni elemento A € K*
il quasi-ipergruppoide V;* ¢ matroidale se e solo se A ¢ di periodo finito. Adesso,
pillin generale, si dimostra la seguente:

Proposizione 1.5. Se esiste un elemento a € M tale che Stabg (a) N (L) = {15},
allora M, é matroidale se e solo se A e di periodo finito.
Dimostrazione. Per la Proposizione 3.1 di [13] basta provare 1’implicazione
=.

Si considerino i due sottoipergruppoidi ciclici [a] e [Aa]. Per il Corolla-
rio 2.4 (1) di [13] si ha:

[a] = {Mabi=o € [ra] = (A alizt.

Per il Corollario 1.3, a € [Aa] e dunque esiste un intero n > 1 tale che

AM'a = a,dacui A" = 1 perche Stabg(a) N (A) = {1s}.

Immediata conseguenza della proposizione precedente ¢ il seguente:
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Corollario 1.6. Se il gruppo G opera liberamente su M, per ogni elemento A
di G, M, e matroidale se e solo se )\ ¢ di periodo finito.

L’azione considerata nella costruzione dei V; -ipergruppoidi ¢ libera, quin-
di la Proposizione 1.5 fornisce un ulteriore dimostrazione del Teorema 3.5 di
[13].

2. Dimensione di un M, -ipergruppoide matroidale.

Nella classe degli ipergruppoidi, la nozione di sotto-ipergruppoide gene-
rato da un sottoinsieme A si puo riguardare come la chiusura di A e indicata
con Sy la famiglia dei sotto-ipergruppoidi di un ipergruppoide (H, o) si ha che
S oppure Sz U {@} costituisce un sistema di chiusura a secondo che [J] =
oppure [@] # . Dunque si possono introdurre le nozioni di insieme libero : X ¢
libero se € vuoto oppure Vx € X si ha x ¢ [X —{x}]; di insieme dipendente: X ¢
dipendente se non ¢ libero; di insieme di generatori: X genera H se [X] = H;
di base: X ¢ una base se [X] = H e X ¢ libero; ed analogamente a quanto ¢
stato svolto per gli ipergruppi cambisti (vedi [8], [9], [23]) si puo sviluppare una
teoria della dimensione nella classe degli ipergruppoidi matroidali.

Si ha il seguente:

Teorema 2.1. Si consideri un M, -ipergruppoide matroidale tale che [0] = @.
Allora si ha:

1) Per ogni elemento a € M, la famiglia ¥, = {[bl}peca € una partizione di
Ga. Inoltre, se T e un trasversale delle classi di equivalenza R, indotte da ¥,
su Ga, allora T é un insieme libero.

2) Se esiste un elemento a € M tale che ¥, sia di cardinalita infinita, allora
M, e di dimensione infinita.

3) Se {X;}ie; € una famiglia di sottoinsiemi liberi di M, tale che

[ U Xi] n[x;] =9
iel—{j}
perogni j €1, allora|J,., X; é un sottoinsieme libero di M.
4) dim M, = |F(M,)|.
5) Se G ed M hanno cardinalita finita e Stabg(a) N (L) = {1}, per ogni
acM,allora
dim M, = ﬁ > IG : Stabg (a)].

ael
| M|

Inoltre, se G opera liberamente su M, si ha dim M, = W
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Dimostrazione. 1) Per il Corollario 1.3, la famiglia £ (M,) = {lal}sem, dei
sottoipergruppoidi ciclici di M, ¢ una partizione di M, ed ovviamente anche la
famiglia ¥, = {[b]}reca € una partizione di Ga. Del resto, per ogni b € Ga,
si ha R,(b) = [b], e se T ¢ un trasversale delle classi di equivalenza della
relazione R,, perogni b€ T, si ha

2.7) [T —{b}]=0 & T = {b}.

Inoltre,se T — {b} # @B e be [T — {b}], esiste c€ T — {b} tale che b € [c],
dunque [b] = [c], impossibile perche¢ T ¢ un trasversale e b # c.

2) Subito da 1).

3) Se esistono j € I ed a € X; tali che a € [(Uie, X)) — {a}], per il
Teorema 2.3 (5) di [13], si ha

ae [(U Xi)—{a}] = [( U Xi)U(Xj_{a})] = [ U Xi]U[Xj—{a}]v

iel iel—{j} iel—{j}

quindi a € [Uiel_m X;] oppure a € [X; — {a}]. In entrambi i casi il risultato ¢
impossibile, perche [UiE,_{j} X;1N[X;]1=0e X; &libero. Dunque | J;., X; &
libero.

4) Siano J = {a;};c; un trasversale delle orbite dell’azione di G su M
e T,, dei trasversali delle classi di equivalenza delle relazioni R,, indotte dalla
partizione ¥, di Ga;. Se esistonoa € M, e j €l taliche a e [Uid_{j} T, 1N
[T4], per il Teorema 2.3 (4) di [13], esiste un intero n > O tale che a €
M Uier—jy Ta) = Uier—(jy A" To,- Dunque esiste i € I — {j} tale che a €
[T,], dacuia e [T,]N [T,,] C Ga; N Ga; = ), contraddizione. Pertanto
[Uiel—{j} Tai] N [Taj] = @’ per ogni .] €l.

Per 1) e 3), I'insieme X = | J,_; T,, ¢ libero. Inoltre, X genera M, perche

iel

2.8) [X]= [U T] = Jm1=JGa =M,
iel iel iel
dunque dim M; = |X| = |F(M,)|.
5)Se J ={ay, ay, ..., a,} ¢ un trasversale delle orbite dell’azione ¢ di G

su M, per il Corollario 4.4 di [13], si ha

[G . StabG (Cll')]

(2.9) \To| =
||
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e per4)
1
dim M, =|X| =) _|T,| = — Y [G : Stabg(a;)].

a;eJ |)\‘| a;eJ

Ovviamente, se G opera liberamente su M, si ha

: 1 |M]|
dim M), = —|J[|G| = —.
|A] |A]

perche Stabg(a;) = {1} e |Ga;| = |G|, perogni a; € J.
Immediata conseguenza del Teorema 1.1 ¢ la seguente:

Proposizione 2.2. Sia M, matroidale; sono equivalenti le seguenti condizioni:
1) [9] # 9;
2) dim M, =0;
3) [F(M)| =1

Osservazione. In ogni M, -ipergruppoide matroidale tale che la famiglia
F(M,) = {lal}aem, dei sotto-ipergruppoidi ciclici di M, ha cardinalita mag-
giore di 1, si ha [#)] = 0 e dim[a] = 1, per ogni a € M.

Osservazione. Se A ¢ un elemento di G di periodo finito, per la Proposizione
3.1di[13], M, ¢ matroidale e se (1) & normale in G, per ogni coppia (a, b) di
elementi di M e per ogni x € G, si ha:

(2.10) [a] = [b] & [xa] = [xb].

Dunque, posto x.[a] = [xa], risulta ben definita 1’applicazione v :
(x,[a]) = x.[a] = [xalda G x F(M,) in F(M,). Del resto, per ogni a € M,,
e per ogni (x, y) € G?,siha lg.[a]l = [al e (xy).[a] = x. (y.[a]), quindi
definisce un’azione del gruppo G sull’insieme ¥ (M, ) dei sottoipergruppoidi
ciclici di M;,. E facile verificare che 1’orbita di [a] &

(2.11) G.la] = {[b]}seca

e se Orb(M,) e Orb(F(M,)) indicano, rispettivamente, ’'insieme delle orbite
dell’azione ¢ di G su M e dell’azione ¢ di G su F(M,), ’applicazione
j : Orb(¥(M,)) — Orb(M,) tale che j(G.[a]) = Ga ¢ ben definita e
biunivoca.

Inoltre, se Stabg ([a]) indica lo stabilizzatore del sottoipergruppide ciclico
[a] sotto I’azione ¢ di G su F(M,), allora x € Stabg([a]) se e solo se esiste
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un intero n > 0 tale che x € A" Stab (a), dunque Stabg ([a]) = (A)Stabg(a) =
Stabg (a) (M) e per conseguenza, se G ¢ un gruppo finito, si ha:
G : Stab
(2.12) |G.[a]| =[G : (A)Stabg(a)] = %l(k) N Stabg (a)|
Infine, se M ha cardinalita finita e ’ipergruppoide M, ¢ tale che [(] = 0,
per il Teorema 2.1 4), si ottiene:

(2.13) dim M, = ﬁ Z[G - Stabg (a)]](1) N Stabg (a)|

ael

con J trasversale delle orbite dell’azione ¢ di G su M.

3. Omomorfismi di M, -ipergruppoidi.

In questo paragrafo verranno studiate le principali proprieta degli omomor-
fismi di M, -ipergruppoidi e successivamente se ne caratterizzeranno gli auto-
morfismi, ma prima si osservi che un omomorfismo tra due ipergruppoidi (H, o)
e (K, ¢) ¢ un’applicazione f : H — K tale che

(3.14) flaob) C f(a)o f(b),V(a,b)e M,

e se in (3.14) vale I'uguaglianza I’omomorfismo f si dice buono.

Si considerino due gruppi G e G’ operanti rispettivamente sugli insiemi
M e M' e siano «, B due elementi appartenenti rispettivamente a G ¢ G’,
inoltre, per semplicita di notazione, si indichino con lo stesso simbolo e le
corrispondenti operazioni che definiscono i due M, -ipergruppoidi M, e M /g
Si dimostra la seguente:

Proposizione 3.1.

1) Se f é un omomorfismo da M, in M}, per ogni a € M, e per ognin € N,
siha f(a"a) = p" f(a);

2) Una applicazione f : My, — M /’3 e un omomorfismo buono se e solo se
f(axa) = Bf(a), perogniaec M;

3) Ogni omomorfismo f : My, - M /’3 e buono e per ogni coppia (a, b) € M,
si ha:

' (f@e f) =la2f ' (f@a)lela 2 f (f(@®b)];

4) Se g ¢ un’applicazione biunivoca da M,, in M}, allora g é un omomorfi-

1

smo da M, in M/’S se e solo se g=* é un omomorfismo da M/’S,1 in My-:.
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Dimostrazione.

1) L’'uguaglianza ¢ ovvia se n = 0, inoltre si ha {f(xa)} = f(aea) C
f(a)e f(a) = {Bf(a)}, quindi f(axa) = Bf(a), per ogni a € M,,. Infine, per
induzione, si ottiene:

f@™la) = fa@"a) = f(@"a) = BIB" f(@)] = """ f(a).

2) 'implicazione = segue subito da 1).
Viceversa, se per ogni a € M, siha f(xa) = Bf(a), allora

f(a)e f(b) ={Bf(a), Bf (D)} = {f(aa), f(ab)} = f({aa, ab}) = f(a e D),

ed f ¢ un omomorfismo buono.

3) Da 1) e 2) si ha che f ¢ un omomorfismo buono. Inoltre, se x €
[a=2 f~(f(@®a))] @ [@™? f1(f(«?b))], allora x = ™' f~(f (e?a)) oppure
x=a ' fH(fe?D)).

Se x = a~ ! f~!(f(a?a)) (analogamente si tratta il caso x = o~ f~!(f (a?h)))
sihaax = f~!(f(a®a)), quindi Bf (x) = f(ax) = f(a’a) = B> f(a).

Pertanto f(x) = Bf(a) € f(a) ® f(b) e per conseguenza x € f~'(f(a) o
f®)).

Viceversa, se x € f~'(f(a) o f(b)), allora f(x) € f(a) o f(b)
{Bf (@), Bf (D)}, e se f(x) = Bf(a) siha f(ax) = Bf(x) = B*f(a)
f(c®a). Dunque ax € f~!'(f(«?a)), quindi

xea ' fTUf@a) =la T (f@Pa)l e a2 £ (f(ePa))].

Si perviene allo stesso risultato supponendo f(x) = Bf (b).
4) Se g ¢ un omomorfismo si ha

g'(B ) =a & B b=2ga) & b=pga) =
=g(aa) & aa = g_l(b) S a= oe_lg_l(b)
per cui

g '(B7'b) =a g7 (b), perognibe M/,

e per 2) I’applicazione g~! & un omomorfismo da M /’3,] inM/_,.
Allo stesso modo si dimostra I’implicazione inversa.

Definizione. Un’applicazione f da M, in M /’3 sidice («, B)-linearese f(xa)=
Bf(a)e f(a~'a) =B~ f(a), per ognia € M,.
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Dunque f ¢ («, B)-lineare se & contemporaneamente un omomorfismo da
M, in Mg e da My-1 in M/’g,,.

Se in particolare G = G’ ¢ o = f, le applicazioni (o, )-lineari si
chiameranno pil semplicemente «-/ineari.
Proposizione 3.2. Se « e B8 hanno lo stesso periodo finito n, allora un’appli-
cazione f da M, in M,’g e (o, B)-lineare se e solo se f(xa) = Bf(a), per ogni
ae M.
Dimostrazione. L’implicazione = & ovvia. Viceversa, la tesi ¢ evidente se il
periodo n € {1, 2}, mentre se n > 2, per la Proposizione 3.1 - 1), si ha

fle™la) = f@"'a) = p"" f(a) = 7' f(@).

Proposizione 3.3. Sia f un’applicazione biunivoca da M, in My, allora sono
equivalenti le seguenti condizioni:

1) f e f~! sono omomorfismi, rispettivamente da M,, in M }’3 eda M }’3 in My,

2) f e (a, B)-lineare;

3) f e un omomorfismo regolare;

4) f e f~' sono omomorfismi, rispettivamente da M, in M/’g,] e da M/’S,]
in Ma—l .
Dimostrazione. L’equivalenzatra 1) e 4) segue dalla Proposizione 3.1 - 4).

1) = 2) Essendo f~!' un omomorfismo da M 4 in M,, per la Proposizio-

ne 3.1 - 4), f ¢ un omomorfismo da M,-1 in M/’S,]. Del resto, per ipotesi, f ¢

anche un omomorfismo da M, in M /’3, percio f € («, B)-lineare.
2) = 3) essendo f un omomorfismo da M,-1 in M /’3,] , per la Proposizio-

ne 3.1-4), f~! & un omomorfismo da My in M, e f~'(Bb) = af ~'(b), per
ogni b€ M.
Dunque, per ogni coppia (x, y) di elementi di M,,, si ha:

FHf@ e F) = FABF). BFDD = (T BF ), fHBF )}
= {af (), af N FON}

=) e O
3) = 1) Essendo f biunivoca, per ogni b € M’, esiste a € M tale che
f(a) = b, e perlaregolaritadi f si ha:

oY= ABf@) = f(f@) e fla) =
=f ' (f@)e f(fla)=aea
= {aa}

= {af~' (b))}
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Dunque f~'(8b) = af~'(b), per ogni b € M}, e la Proposizione 2.1 - 2)
completa la dimostrazione.

Immediata conseguenza della Proposizione 3.3 ¢ il seguente corollario:

Corollario 3.4. Se f ¢ un’applicazione biunivoca da M in M, allora sono
equivalenti le seguenti condizioni:

1) f e f~! sono omomorfismidi M,;

2) f e a-lineare.

Definizione. Le applicazioni biunivoche f : M, — M;/s che sono («, B)-
lineari si dicono isomorfismi, e gli isomorfismi da M, in se¢ si chiamano
automorfismi di M.

L’insieme degli automorfismi di M,, si indichera con A(M,).

Ovviamente I’identita 1, di M & un automorfismo di M,,, la composizione
di due automorfismi di M, € un automorfismo di M, e per il Corollario 3.4,
I’applicazione inversa di un automorfismo di M, & ancora un automorfismo di
M,,. Dunque I’insieme A (M,) degli automorfismi di M,, ¢ un sottogruppo del
gruppo Sy, delle permutazioni di M.

Proposizione 3.5.

1) Se a appartiene al nucleo N, dell’azione ¢ di G su M, allora A(M) =
Sy

2) Se |[M| # 2, allorao € N, <= A(My) = Su.

Dimostrazione.

1) Per ogni elemento b di M si ha ab = a~'b = b, dunque p(aa) =
p(a) = ap(a) e p(a~'a) = p(a) = a~ ' p(a), per ogni permutazione p di Sy,
eperogniae M.

Percio ogni permutazione di M & un automorfismo di M,,.

2) L’implicazione = segue da 1).

Viceversa, la dimostrazione ¢ immediata se |M| = 1, quindi sia |M| > 2.

Se esiste un elemento a € M tale che wa # a, preso un elemento
be M —{a, aa}, latrasposizione T = (a, b) ¢ un applicazione «-lineare perche
A(M,) = Sy, quindi

aa = 1t(aa) =at(a) = ab

e di conseguenza a = b, contraddizione.
Dunque, per ognia € M, sihaaa = a e quindi @ € N,,.

L’implicazione < della Proposizione 3.5 - 2) non ¢ in generale vera se
la cardinalita di M ¢ uguale a due. Infatti, facendo operare il gruppo ciclico
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Z, su se stesso mediante I’azione determinata dall’operazione di Z5, le due
permutazioni di Z; sono entrambre 1-lineare, per cui si ha A((Z2)7) = $>, ma

1¢N, = {0}.

Ecco qualche esempio significativo di applicazioni «-lineari e di isomorfi-
smi di M, -ipergruppoidi:

Esempio 3. Se V # {0} e W # {0} sono due K spazi vettoriali, la restrizione a
V* di un applicazione lineare f da V in W & un’applicazione A-lineare da V;*
in W;.

Esempio 4. Siano V = K", W = K e p(X) € K[x1, x2, ..., X,] un polinomio
omogeneo di grado m. Per ogni A € K e per ogni X = (x1,x2,...,x,) €V,
siha p(AX) = A" p(X). Fissato A € K*, I’applicazione X — p(X), per ogni
X € V*, ¢ un’ applicazione (1, A™)-lineare da V" in Wy, .

Esempio 5. Sia A uno spazio affine sul K -spazio vettoriale V e Q un punto
fissato in A.

Per ogni k € K e per ogni P € A, sia kP il punto di A che soddisfa
I’identita vettoriale:

(3.15) O(kP) =k QP

L’applicazione (k, P) +— kP determina un’azione del gruppo moltipli-
cativo K* di K sull’insieme A* = A — {0}. Fissato un elemento A € K*,
I’iperprodotto (1.1) determina un A} -ipergruppoide. Del resto, per ogni v € V*,
esiste un solo punto P tale che v = @5, sicche I’applicazione f : V)" — A}
tale che f(v) = P ¢ un isomorfismo di M; -ipergruppoidi, perche ¢ biunivoca e
A-lineare.

Adesso verranno dimostrati alcuni teoremi su gli automorfismi di G,
ipergruppoidi, dove G ¢ un gruppo operante su se stesso mediante 1’operazione
di G e A ¢ un prefissato elemento di G. Si osservi che un automorfismo di
G, ¢ per definizione una permutazione p di G tale che p(Ag) = Ap(g) e
p(A~'g) = 27" p(g), perogni g€ G.

Del resto, per la Proposizione 3.1 - 1), per ogni n € Z e per ogni g € G, si
ha

(3.16) p(A"g) =2"p(g)
eperognikeZ

(3.17) pO"pr(g)) = A"pFt (9.
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Pertanto la restrizione di p al laterale (1) p*(g) & un’applicazione biunivo-
ca dal laterale (1) p*(g) in (1) p**+1(g).

Inoltre, se esiste x = A"g € (\)g tale che p(x) = x, perogni y € \""g €
(\)g,siha

p(y) =pQ"g) =pAQ""(A"g) = A"T"p(V'g) = A" (A'g) = A"g =y
e siricava la proprieta:

(3.18) Un automorfismo p di G, fissa ogni elemento di (A)g se e solo se fissa
almeno un elemento di (1)g.

Teorema 3.6. Se G ¢ un gruppo ciclico finito di ordine n, generato da X, allora
il gruppo A(G,) degli automorfismi di G, e isomorfoa G.

Dimostrazione. Sia p il ciclo di S cosi definito:

| Y
< AoAr A ot )
La permutazione p ¢ un’applicazione A-lineare di G, infatti, per ogni
g =MeG,siha:

p(rg) = p(A*) = pAFTh = A2 = p (k) = ap(g).

Dunque p ¢ un automorfismo di G, e il sottogruppo ciclico (p) di Sg,
generato da p, ¢ contenuto in A(G,).

Del resto (p) ¢ ciclico di ordine n, quindi &€ isomorfo a G, e per ogni intero
k taleche 0 <k <n — 1siha:

k 1 R Lol D Ko S Lt O it
Pr=1 b ekl k2 el 1 A L Ak

Adesso, se g € A(G;) e g(1) = A*,siha
g(A) = q(1) = rg(1) = 1S =24
e ricorsivamente si prova che ¢ = p*.
Dunque g € (p) e (p) = A(G)).

Teorema 3.7. Siano A e |1 elementi appartenenti, rispettivamente, ai due grup-
pi G e G’ tali che |A| = ||, e siano H = {g;};e; e H' due trasversali, rispetti-
vamente, dei laterali sinistridi (\) in G edi (u) in G'. Se p é un’applicazione
biunivoca da H in H', allora esiste un solo isomorfismo p da G, in G;L tale
che p(g:) = p(gi), perognii€l.
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Dimostrazione. Sia p(g) = u*p(g:), per ogni g = Afg; € G.
Se AM'g; = A™g;, siha A" = A", percui A" = 15 e ’ordine di A & finito
e divide n — m. Del resto, per ipotesi, si ha || = |A|, quindi p* = ™ e

p(A"gi) = u"p(g) = 1w"p(gi) = p(A"gi).

Sicche p & un’applicazione ben definita da G in G'.
p € (A, n)-lineare, perche

)\‘k-i-l

p(rg) = pOf e = 1B = (P g)) = up(e)

ed analogamente p(L~'g) = A~ !p(g), per ogni g = kg, € G.

Inoltre, se x = A"g; e y = A™g; sono due elementi di G tali che
p(x) = p(y), allora u"p(g:) = n"p(g;), ed essendo {p(g:), p(g)} C H',
siha p(g;) = p(g;) e per conseguenza g; = g; e u”" = ™. Pertanto, I’ordine
di p ¢ finito e divide n — m. Del resto, per ipotesi, |A| = |u|, dunque si ha
At =A"ex =y,perche g; = g;.

Ovviamente p & anche suriettiva in quanto H' & un trasversale dei laterali
sinistri di (A) in G; dunque p € un isomorfismo da G in G;L.

Infine, se g € un altro isomorfismo da G, in G, tale che g(g;) = P(g:), per
la Proposizione 3.1 - 1), siha g(g) = q(1"g;) = u"q(g:) = n"p(gi) = p(g),
perogni g = A"g; € G. Pertanto p = g e anche I’unicita ¢ dimostrata.

Corollario 3.8. Se H = {g;}ic; ¢ H' sono due trasversali dei laterali sinistri
di (1) in G e p é un’applicazione biunivoca da H in H', allora esiste un solo
automorfismo p di G, tale che p(g;) = p(g:), perognii € I.

Dimostrazione. Segue subito dal Teorema 3.7 considerando G = G’ e A = pu.
Corollario 3.9. Se G ¢ un gruppo finito di ordine n, per ogni elemento ) di G
tale che [G : (A)] = m, si ha:

G, = (Zwwm-

Dimostrazione. Se [G : (A)] = m, 1 due elementi A € G e m € Z,, hanno lo
stesso ordine e generano, nei rispettivi gruppi, sottogruppi dello stesso indice
m. Per il Teorema 3.7 si ha che G; = (Z,);.

Teorema 3.10. Se G ¢ un gruppo finito, per ogni elemento A\ di G, si ha:
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Dimostrazione. Nel corso della dimostrazione gli automorfismi di G, costruiti
come nel Teorema 3.7 e corrispondenti ad applicazioni biunivoche p da un
trasversale H in un trasversale H' di laterali sinistri di (1) in G, verranno
chiamati (A, H, H')-automorfismi di G}

Se 7 ¢ I'insieme dei trasversali dei laterali sinistri di (A) in G e [G :
(M)] = m, allora la cardinalita di 7 ¢ |1|", e fissato un trasversale H € T,
per ogni altro trasversale H' di 7, esistono m! applicazioni biunivoche da
H in H’ a cui corrispondono altrettanti (A, H, H')-automorfismi distinti di
G,. Inoltre, se H' ¢ H” sono due trasversali distinti di 77, le applicazioni
biunivoche da H in H’ sono distinte dalle applicazioni biunivoche da H in
H"”, ed anche i corrispondenti (A, H, H')-automorfismi di G; sono distinti dai
corrispondenti (A, H, H")-automorfismi di G, . Pertanto, fissato il trasversale
H, al variare di H' in 7, I’insieme Auty (G,) dei (A, H, H')-automorfismi di
G ha cardinalita:

|Auty (Gy)| = m!|A".

Adesso, supposto H = {g1,82,...,&m}, S€ ¢ & un automorfismo di
G, la restrizione di ¢ al laterale (L)g; ¢ un applicazione biunivoca da (1)g;
in (A)q(g;), dunque gli m elementi g(g1), g(g2),...,q(gn), oltre ad essere
distinti, determinano un trasversale di (A) in G. Infatti, se g; # g; € (A)q(g;) =
(A)q(g;j), allora esistono due interi m ed n tali che A"q(g;)) = A"q(gj) e la
A-linearita di ¢ implica g(A"g;) = ¢q(A"g;), da cui si ha A"g; = A"g; e
(A)gi = (A)gj, contraddizione.

Infine, posto H' = {q(g1), q(g2), ..., q(gn)} e detta p 1’applicazione da
H in H’ tale che p(g;) = q(g;), per ogni g; € H, il (A, H, H')-automorfismo
di G, corrispondente a p coincide con ¢, sicche ¢ € Auty (G), A(G;) =
Auty (G,) e la dimostrazione & conclusa.

Esempio 6. Se K ¢ un campo finito di caratteristica # 2 e cardinalita p®,
il gruppo moltiplicativo K* di K ¢ ciclico ed il gruppo A((K*)_; ) degli
automorfismi di (K *)_;, ha cardinalita:

*—1 p¥—1
IA(K*)_1)| = (” . )!27.

Osservazione. Le applicazioni f : R — R (reali di variabile reale) dispari
soddisfano I’identita f(—x) = — f(x), per ogni x € R, per cui la restrizione f
di f a R* ¢ un’applicazione (—1)-lineare di (R*)_;. Ovviamente si ha:

AR _) ={f : (R")_; = (R*)_;| f sia dispari e biunivoca}.
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Esempio 7. Considerato il gruppo ciclico Z4, per la Proposizione 3.5 e il
Teorema 3.6, si ha A((Z4)5) = Sa e A((Za)7) = Zs = A((Z4)3).

L’elemento 2, ovviamente, ha periodo due e genera un sottogruppo di indi-
ce 2. Per il Teorema 3.10, la cardinalita del gruppo A ((Z4)5) degli automorfismi
di (Z4)3) ¢ otto.

Gli elementi di A((Z4)3) si ottengono come (2, H,, H;)-automorfismi dei
trasversali

H, ={0,1}, H, = {0, 3}, H; = {1, 2}, Hs = {2, 3}

peri =1,2,3,4.
Da una facile verifica si ricava che gli automorfismi di (Z4)5 sono le
seguenti otto permutazioni di Z4:

lapap27p37q7qop7qop2’qop3

dove p ¢ un ciclo di lunghezza quattro sull’insieme degli elementi di Z4 e g &
la permutazione: ¢ = (0, 2)(1)(3).
Dunque A((Z4)3) ¢ isomorfo al gruppo dietrale Dy.

Esempio 8. Rispetto al gruppo Zs si ottiene A((Ze)g) = S¢ € A((Ze)7) =
Zs = A((Z¢)3)- Inoltre, per il Corollario 3.9, (Z¢);) = (Z¢)3 perche [Zg :
()] = [Z6 : (2)] = 2, quindi A((Z6)7) = A((Zs)3). Costruendo le 18 permu-
tazioni che descrivono A ((Zs)3), si verifica che A((Z6)5) € prodotto semidiretto
dei due sottogruppi (t) e (p, g), dove t, p e g sono le tre permutazioni:

t=(0,12,34,5), p=0)2)#(1,3,5),q = 0,2, HD3B)5).

Si osservi che tp = qt, tq = pt e pg = qp, inoltre |p| = |g] = 3 e
[t| =2, quindi {p,q) = Z3 x Zze (t) = Z,.

Infine, il gruppo A((Z¢)3) ha 32* elementi e il sottogruppo H generato
dalle tre permutazioni

a=0)(DHBR)H2,5),b=0)3)1,2,4,5),c=(0,3)(1,2)4,5)

¢ un suo 2-sottogruppo di Sylow. Ovviamente i 2-sottogruppi di Sylow di
A((Zs)3) non contengono sottogruppi di ordine maggiore di 8, e siccome la

permutazione B = (0, 1)(3, 4)(2)(5) di A((Ze)3) ¢ tale che

,BH,B_l = {1, a, b%, b’a, cb, cba, cb’, cb3a},
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I’ordine massimo delle intersezioni tra due 2-sottogruppi di Sylow di A((Z6)3)
¢ 8. Per il Teorema 3.60 (ii) (b) di [15], il sottogruppo N = BHB ' N H &
normale in A((Zg)3), inoltreil ciclo o = (6, 1,2,3,4, 5) appartiene a A((Z¢)3)
e genera un sottogruppo («) di ordine 6 tale che (¢) N N = {1}, dunque
A((Ze)3) = ()N

E facile verificare che N = Z, X Z, X Z, ed ovviamente (&) ¢ isomorfo a
Zs.

Se G ¢ un gruppo che opera liberamente su un insieme M e T, T’ sono due
trasversali delle orbite determinate dall’azione di G su M, per ogni elemento
b € M, esiste un unica coppia (x,a) € G x T tale che b = xa, ed alla scelta di
un automorfismo p di G; e di una applicazione biunivoca o da T in T’ resta
definita un’applicazione f da M in M tale che

(3.19) f®)=pkx)o(a), YVb=xae M.

Proposizione 3.11. L’applicazione f definita in (3.19) é un automorfismo di
M.

Dimostrazione. Per ogni b = xa € M, si ha Ab = (Ax)a, per cui

f(b) = p(rx)o(a) = Ap(x)o(a) = Af (D)

ed analogamente

F7'b) =17 F ().

Dunque f & A-lineare.

Inoltre, se by = x1ay, by = xpax e f(b)) = f(by), allora p(xy)o(a;) =
p(x2)o(ay), dunque o (a;) € Go(ay) con {o(ay),o(az)} C T, e siccome T ¢
un trasversale delle orbite dell’azione di G su M e o ¢ una permutazione di 7',
sihao(a;) = o(ay) e a; = ay. Pertanto f ¢ iniettiva.

E anche facile provare che f & suriettiva perche lo sono I’automorfismo p
di G, e l’applicazione o da T in T".

Definizione. Gli automorfismi f di M, della Proposizione 3.11 si diranno
(A, T, T'")-automorfismi di M,. In particolare, se T = T’, si chiameranno
(A, T)-automorfismi di M.

Teorema 3.12. Se G opera liberamente su M, 'insieme Ar(M,) dei (A, T)-
automorfismi di M, e un sottogruppo del gruppo A(M,) degli automorfismi di
M, isomorfo al prodotto diretto A(G;) x St del gruppo degli automorfismi di
G, e del gruppo delle permutazionidi T .
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Dimostrazione. Si utilizzera la notazione f,, per indicare il (A, T')-auto-
morfismo f definito in (3.19), avendo fissato 1’automorfismo p di G, e la
permutazione o di T'.

Se 1g, 17 e 1, sono rispettivamente le identita di A(G;), di St e del
gruppo Sy, delle permutazioni di M, per ogni b = xa € M, si ha:

Sig.1:(B) = figa,(xa) = 1g(x)1r(a) = xa =b = 1y(b)
percio
Ly = fig1, € Ar(M)).
Del resto, per ogni (p, g) € (A(G))? e per ogni (o, 7) € (S7)?, si ha:

Ja.z © fpo () = fo(p(x)a(a)) = q(p(x))T(0(a)) =[g o p(x)][T 00 (a)]
= fqop,‘[oa(xa)

= qup,toa (b)v

dunque fq,t o fp,a = fqop,toa e fq,t o fp,a € AT(MA)-
Inoltre

fp*],a*] o fp,a = fp*]op,a*]oa = flg,lr = fpop*],aoa*] = fp,a o fp*],U*]

quindi
(fpo)™' = fy1.om1 € AT (M),
Dunque A7 (M,) ¢ un sottogruppo del gruppo degli automorfismi di M.
Adesso, siano A = {fi, o € Ar(M))|lo € St} e B={f, 1, € Ar(M))|p €
A(G}.
E immediato provare che A e B sono sottogruppi di A7 (M, ), normali in
A7 (M,) perche

Jaar o fpor = Jgopr = Jpr © fp’]oqop,lr
Jow 0 Jqar = fpog.w = Jpogop=i1y © Jfpr
ed inoltre
Jig.o © fpr = fpoor = fpr © fig.r-tosor
Jpx© fig.o = Jproo = fig.rooer—1 © fpx
percui Ao f, . = f,:0AeBo f,. = f,:0B,perogni f, . € Ar(M,).

Del resto le due applicazioni ¢ : f, 1, = pe ¢ : fi, o > o sono degli
isomorfismi di gruppi, rispettivamente da A in A(G,) eda B in S, ed inoltre
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ANB = {fi;1,}€ fp.o = fp.1, © fig,0, PerOgnicoppia (p, o) € A(Gy) x St.
Dunque
Ar(M;) = A x B=A(G,) x Sr.

Esempio 9. Nella costruzione della classe dei V,"-ipergruppoidi, 1’azione con-
siderata & libera e le orbite sono gli insiemi (v)* = (v) — {0}, cio& i sottospazi
generati da vettori non nulli privati del vettore nullo.
Se V ¢ un K -spazio di dimensione n, le orbite si possono riguardare come
i punti dello spazio proiettivo P"~'(V) su V, e se K & un campo finito di
cardinalita p“, allora ogni trasversale 7' ha cardinalita
no

—1
Pty = E—.
p* =1

Applicando i Teoremi 3.10 e 3.12, per ogni elemento A di K*, si ottiene:
AT (VO =[K*: (W) P (V)| A K00

Del resto, il gruppo moltiplicativo K* di un campo finito ¢ ciclico e se in
particolare A € un generatore di K*, allora

ATV = [P T (V) [1(p® — 1).
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