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SULLE CURVE DI GENERE MASSIMO

ANTONIO CAUSA

Let G(d, s) be the maximum genus of a smooth irreducible curve in
P3 of degree d not contained in any surfaces of degree less then s and
G(d, s, o) the maximum genus of curves as before subject to the further
condition that their general plane section is not contained in a plane curve
of degree less then o. We give a characterization of the couples (d, s) such
that G(d,s,0) = G, s) foro =s,s — 1.

1. Introduzione.

Uno dei problemi che ha stimolato la ricerca in geometria algebrica nel-
[’ultimo secolo ¢ una questione posta da Halphen sul finire del 1800.
Il problema si puo enunciare nel modo seguente:
“Fissata la coppia di interi positivi (d, s), qual’¢ il massimo genere G(d, s)
permesso ad una curva C, contenuta in P3, liscia e irriducibile, di grado d e non
contenuta in nessuna superficie di grado minore di s 7”
Una risposta del tutto completa a questa domanda non ¢ stata ancora fornita
ma si sono ottenuti risultati tali da poter affermare che il problema ¢, in buona
parte, risolto. Poiche il calcolo della quantita G(d, s) dipende fortemente dalla
dimensione di d rispetto a quella di s il problema si divide naturalmente in tre
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sottodomini del piano ds, che classicamente vengono cosi denominati:

s2+45+6 J s2+4s—|—6.

Range A: —_— < :
8 6 ~°°7 3
244 6
Range B: %fdfsz—s;
Range C: d>s>—s.

Nel caso d < SZMTS%, ogni curva C di grado d & tale che H.Z-(s — 1) # 0,
quindi, in questo caso, non esistono curve di P* di grado d e che non stanno su
superfici di grado minore di s; per questo motivo 1’insieme delle coppie (d, s)
tali che d < 52+‘6‘s+6 si chiama range .

Definito G(d, s) come il massimo genere permesso ad una curva di P di grado
d e non contenuta in nessuna superficie di grado minore di s sono noti i seguenti
risultati. Nel Range A, come conseguenza del teorema di Clifford e di quello di
Riemann-Roch, si ha la seguente disuguaglianza:

(1) g(C)fd(s—l)—i—l—(s—;z).

Si congettura che G(d,s) = d(s — 1) +1 — (SJ3“2) per ogni coppia (d, s)

nel Range A; recentemente Ballico et al. [1] hanno dimostrato 1’'uguaglianza
per (s:—l)z <d < SZJ““TS% (!). Per quanto riguarda il Range B, Hartshorne e
Hirschowitz [7] hanno costruito delle curve liscie e connesse per ogni coppia
(d, s) in questo insieme e hanno congetturato che queste curve raggiungano
effettivamente il genere G (d, s). In diversi lavori, Strano ed Ellia [2], [3], [13],
hanno dimostrato che la congettura ¢ vera almeno per quanto riguarda una parte
del Range B. In particolare le curve costruite in [7] hanno genere massimo per
sZ2—6s+14<d<s?—s5.

Nel Range C il problema ¢ stato completamente risolto da Gruson e Peskine
[5]; le curve che raggiungono il genere massimo, in questo caso, sono aritmeti-
camente Cohen-Macaulay.

Introduciamo adesso le seguenti notazioni.

Sia P" lo spazio proiettivo n-dimensionale su un campo k algebricamente
chiuso e di caratteristica zero.

Con la parola curva si intendera un sottoschema di IP* di dimensione pura 1 e
senza punti immersi, ovvero localmente di Cohen-Macaulay.

. . 2 2 o
(') In realta le disuguaglianze sono: 1‘2“ <d<? +§S+6 quando s & pari, mentre

2 2 . .
GHD° < ¢ < 5546 quando s & dispari.
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Si indichera con ¢ il fascio di ideali della curva C, con Zcny il fascio di
ideali della sezione di C con il generico piano H; ovviamente Zcny € un Oy -
modulo.

La sezione piana C N H verra indicata anche con il simbolo I'.

Gli interi s e o associati alla curva C sono definiti come:

s(C) =min{n € Z : H°Z-(n) # 0}
o(C)=min{n€Z : H' Zcny(n) #0).

Ovviamente vale la disuguaglianza s > o. Con l’intero g(C) si intendera il
genere (aritmetico) della curva C.

L’intero e(C) & definito come: max{n : h'Cc(n) # 0}. Dato @ € R, con il
simbolo "« ' si intendera il primo intero > «.

Con il simbolo HF (X, -) si indichera la funzione di Hilbert di X come sotto-
schema di P"; con AHF (X, -) siindichera la differenza prima della funzione di
Hilbert di X.

Se, oltre a fissare la coppia di interi (d, s), fissiamo I’intero o < s e definiamo
G(d, s, o) come il genere massimo delle curve liscie e irriducibili di P* , di
gradod, s(C) >seo(C) > o ¢ovvioche G(d,s,o0) <G, s).

Ci chiediamo: “Fissati s e o per quali valoridi d siha G(d,s,o) = G(d,s) e
per quali valori G(d, s,0) < G(d, s)?’

In questo lavoro si da una risposta a questa domanda quando o > s — 1.
Precisamente si otterranno i seguenti risultati.

Teorema A.
Gd,s,s)=G(d,s) per d>s*—2s+3;
Gd,s,s) <G(,s) per d <s?>—2s+3.

Inoltre le curve per cui g(C) = G(d, s, s) sono tutte e sole le aritmeticamente
Cohen-Macaulay la cui funzione di Hilbert é massimale (vedi § 4).

Teorema B.
Gd,s,s—1)=G(d,s) per d=> 52 — 65 + 15;
Gd,s,s—1)<G(d,s) per d<s*—6s+15.

Vorrei infine cogliere 1’occasione per ringraziare il prof. R. Strano che mi ha

proposto il problema e mi ha fornito utili consigli; il prof. G. Paxia e il dott.
R. Re per il loro prezioso incoraggiamento.
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2. Nozioni preliminari.

Quando per una curva C di grado d e s(C) = s si conosce la funzione di
Hilbert della generica sezione piana ¢ possibile dare un maggiorante del genere
della curva in funzione di questi invarianti.

Sia h; = AHF(I',i) = HF(I',i) — HF (', i — 1) la differenza prima della
funzione di Hilbert della generica sezione piana di C.

Per completezza vengono riportati i seguenti risultati.

Lemma 2.0.1. Data una curva C, di genere aritmetico g; sia
op (i) H' I0(i — 1) — H'.7:()

la mappa indotta dalla moltiplicazione per il piano H .
Posto n(i) = dimy ker ¢y (i), si ha:

oo oo

g=Y h'.Ir@) - n@).

i=1 i=1

Dimostrazione. Vedi [3]. O

Definita la quantita G (T", s) come:
s+2 i | )
GT,s)=d(s—1)+1— < 3 ) +Zh (A1),
=S

vale il seguente lemma:

Lemma 2.0.2. Data una curva C, di genere g(C) = g ed s(C) = s, vale la
seguente disuguaglianza: g < G(I', s).

Inoltre g = G(T', s) se e solo se h' I-(n) =0 per ognin > s — 1.
Dimostrazione. Poiche g =Y o h' Zr(i) — >_i2, n(i) ne segue che:

i=1

s—1 s—1 e’}
g <Y h'Ir(@) =Y n@)+ Y h'Ir).
i=1 i=1 i=1

Dalla sequenza esatta:

0— Y — (1) — (1) — 0
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si ottiene la sequenza esatta lunga di coomologia:
0— H'%c(n) — H7c(n+1) — H' r(n+1) —
— H' 9:(n) — H' 2c(n+1) — ---
e poiche H’.Z-(n) = 0 per ogni n < s — 1 si ha: n(i) = h°.#-(i) per ogni

i <s — 1;inoltre

W 7)) = 7)) =d — <i ;2>

e quindi si ottiene:
s—1 s—1

s—1 00
@) Y R'IRG) = Y nl@)+ Y R =Y (R (i) — IR ())+
i=1

i=1 i=s i=1

+Y R =d(s — 1) +1— <SJ3F2) 0!

ovvero: g <d(s — 1)+ 1 — (s;“z) + Y2 R IR G).

L’uguaglianza vale se e solo se n(i) = 0 per ogni i > s —1; questo ¢ equivalente
a dire che h! #-(i) =0 perognii > s — 1. O

Lemma 2.0.3. Se I ¢ un sottoschema di P? formato da d punti distinti si ha:

h' I (n) = Z AHF T, ).
i=n+1

Dimostrazione. Dalla sequenza esatta corta:
0— S — Op — Or — 0
segue la sequenza esatta lunga:
0 — H4r(n) — H°Op(n) — HOr(n) — H' Fr(n) — 0.

Allora
h° 7 (n) — h°Opa(n) + h°Or(n) — h' F(n) =0
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e quindi
h' r(n) = h° 1 (n) — h°Op: (n) + h° Or (n) =

oo
=—HF(,n)+d = Z AHF(,i). O
i=n+1

Sfruttando quest’ultima uguaglianza segue che G(I', s) = d(s — 1) +1—("}?) +

Yo Y1 AHF (T, i), ovvero G(T', s) dipende solamente dalla funzione di
Hilbert della sezione piana I'.

3. Curve e loro sezione piana.

Definizione 3.0.4. Sia T un insieme di d puntiin "', se per ogni sottoinsieme
[ C T eperognin >0 vale:

HF (I, n) = min{|T"'|, HF (T, n)},

allora si dice che I" gode della proprieta della posizione uniforme (brevemente
UPP).

Harris ha dimostrato il seguente, fondamentale, teorema:

Teorema 3.0.5. Sia C C P" un curva ridotta e irriducibile e I la sua generica
sezione iperpiana. Allora I" gode della UPP.

Dimostrazione. Vedi [6]. O

Al fine di confrontare il valore G(I', s) per differenti gruppi di punti ¢ utile il
seguente lemma:

Lemma 3.0.6. Sia I un gruppo di d punti nel piano avente la UPP; assumiamo
che

3) AHFT,)=1{hy,...,h;,v,v—1,...,v—r,v—r—2,...,3,2,1}

dove {hy, ..., h;} ={1,2,...,0,...,0}, ingenerale sipone hy = AHF (I, i).
Gliinteri r, v sono tali che:

O<r<v , 1<v<h,.
Sia I un altro insieme di d punti nel piano con la UPP e assumiamo che:
AHF((I"', ) ={hy,...h;, ...}.

Se h; = hi per 0 < i < t, allora G(I',s) > G(I",s) per ogni s > t;
l'uguaglianzavale se e solo se h; = h;, Vi>s+1.
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Dimostrazione. Sia X D’insieme delle sequenze N = {ng, n,...} che si
possono pensare come AHF(T',-) di un gruppo di d punti nel piano che
soddisfano la UPP.

Se N, N’ € X definiamo N'> N se esiste una coppia di interi @, b taliche a < b,
n, =n, —1,n, =n,+ 1en; =n; altrimenti. E immediato verificare che se
N’'>N segue G(I'", s) > G(T', s) e I’'uguaglianza vale se solo se b < s, ovvero
se n; = n; per i > s+ 1. Definiamo con > la chiusura transitiva della relazione
>,

Provare il lemma significa quindi provare che AHF (I", -)={1,2, ..., h;, v, v—
l,...,v—r,v—r—2,...,2,1} ¢ unelemento massimale di (X, >=). AHF (T, -)
¢ chiaramente massimale in quanto non possono esistere a, b con a < b tali che
n, =n, —1,n, =n, + 1, n; = n; altrimenti.

D’altro canto se N = AHF (T, -) esistera N’ tale che N’ >~ N.

Infatti sia b I'intero definito come: b = min{j : n; < h;}; poiche ¢ impossibile
(per ragioni di grado) che n; = h; per j < b possiamo definire @ = max{; :

j < b, n; > hj}
La sequenza N’ definita come n), = n, — 1, n,, = n, + 1, n; = n; altrimenti ¢
tale che N’ € X e, ovviamente, N’ > N. O

Per poter mettere in relazione le proprieta della sezione piana di una curva
con quelle della curva stessa sono fondamentali i due seguenti lemmi; il primo
¢ noto come Lemma di Laudal, il secondo si pud interpretare come una sua
generalizzazione.

Lemma 3.0.7. Sia C una curva di P3, liscia e irriducibile, di grado d e
o(C)=0.Sed > o>+ 1alloras(C) = o, overo h° (o) # 0.

Dimostrazione. Vedi[13] (3). O

Lemma 3.0.8. Sia C una curva ridotta e irriducibile di grado d e o (C) = 0.
Sed > o> —20+9 (0 >17),allora h® I-(o + 1) # 0.

Dimostrazione. Vedi [13]. U

Nel lavoro [7], Hartshorne e Hirschowitz hanno costruito delle curve (liscie
e irriducibili) di grado d ed s(C) = s per ogni coppia di interi (d, s) nel
range B; hanno inoltre congetturato che, per queste curve, valga I’uguaglianza
g(C) =G, s).

Indicheremo con Gppy(d,s) il genere delle curve costruite da Hartshorne e
Hirschowitz. Sfruttando le limitazioni imposte dalla quantita G (I, s) e i risultati

(?) Ladisuguaglianza del lemma & la migliore possibile, ovvero esistono curve di grado
d = o2 + 1 per le quali h°.7¢(c) = 0.
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dei lemmi precedenti si € potuta dimostrare questa congettura nell’intervallo:
d>s>—6s+14

(vedi [2], [3], [13]). In questo intervallo si possono calcolare le funzioni di
Hilbert delle sezioni piane delle curve che raggiungono il genere massimo, anzi
¢ proprio grazie alla maggiorazione fornita da G (I, s) che si ¢ potuto stabilire
che G(d,s) = Ggyp(d,s) in questo intervallo di valori.

Dall’esame delle AHF (T, -) si ottiene che per d > s> — 6s + 17 ogni curva C
cong(C) =G(d,s)hao >s5 — 1.

Perd = s> —6s+ 17, s> —6s + 16, s> —6s + 151e AHF(T, -) delle curve
di genere massimo g(C) = G (d, s) possono essere di due forme:

d=s>—6s+17
AHF(,)={1,2,...,s —1,s —4,s —7,s —8,...,2, 1}
4) AHF(I',)={1,2,...,s—=2,s—2,s—4,s—6,5s —8,...,2,1}.

d=s>—6s+16
AHFT,)={1,2,...,s—1,s—5,s—7,s—8,...,2,1}
(5) AHFIT',)={1,2,...,s =2, s —2,s —4,s —7,5s —8,...,2,1}.

d=s>—6s+15
AHF(I,)={1,2,...,s —1,s—6,s—7,...,1}
6) AHFT',)={1,2,...,s =2,s —2,s—5,s —7,s =8, ..., 1}

Lemma 3.0.9. Per una curva C di grado d < s* — 6s + 14 vale la disugua-
glianza G(d,s,s — 1) < G, s).

Dimostrazione. Data una curva C con 0 = s — 1, detta I' la sua generica
sezione piana, basta verificare che G(I', s) < G(d, s). [l

Per dimostrare allora I’enunciato B citato nell’introduzione bastera costruire tre
curve liscie e irriducibili di gradi rispettivamente: s> — 6s + 17, s> — 65 + 16,
s> —6s +15con o = s — 1 e di genere G(d, s). Cid sara fatto nei paragrafi
5, 6. Proseguendo nella direzione delineata da questi primi risultati si possono
formulare almeno due ulteriori domande:

1) Calcolare tutti gli interi G(d, s, s — 1) e descrivere le curve C tali che
g(C)y=GW,s,s—1).

2) Quando si ha o(C) < s — 2, per quali curve vale la disuguaglianza
Gd,s,o0)<G(,s)?
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4. Caso o = s.

Esaminiamo ora il caso o = s.
Nel caso di curve con o (C) = s(C) € conseguenza del Lemma 3.0.7 che

G(,s,s)=Gd,s) per d>s>—2s+3
GWd,s,s)<GWd,s) per d <s?>—2s+3.
Il seguente lemma caratterizza le curve per cui G(d, s, s) = g(C).

Lemma 4.0.10. Sia C una curva di grado d < s+ s per cui G, s,s) =
g(C), allora C ¢ ACM e la AHF della sua generica sezione piana ¢ massimale
rispetto alla relazione > descritta nel Lemma 3.0.6.

Viceversa se C ¢ ACM e la AHF (T, -) é massimale, allora G(d, s, s) = g(C).

Dimostrazione. Dato I’intero positivo d > (s> + 5)/2, costruiamo la funzione
hACM :{1,2,...,S— 1,S,hs,hs+1,...}
nel modo seguente. Siano

1 1
k=min{neN:d < s(s; )+”(”2+ )\

s(s+1)  k(k+1)
= —d
" 2 T2

allora la sequenza sara:
{1,2,....,s,k,k—1,....,r+2,r,r—1,...,2,1}.

Dal risultato principale di [9] segue che, fissata una funzione di tipo decrescente,
questa si puo sempre pensare come la differenza prima della funzione di Hilbert
della generica sezione piana di una curva ACM liscia e irriducibile.
Ovviamente per una curva C aritmeticamente Cohen-Macaulay si ha g(C) =
G(T,s) inquanto h' Zc(n) =0, V neN.

Per qualunque altra curva C’" di sezione I con AHF(I'', )= {1, ..., s, h,, ...}
e h; # h; per qualche i siha: G(I'", s) < G(T', 5) ; inoltre G(d, s, s) = G(T', 5)
in quanto I' ¢ un insieme di punti che ha la funzione di Hilbert massimale e tale
che h° #r(s — 1) =0, h® A (s) # 0.

Una curva C' tale da avere s(C’) = s, 0 (C’) = o e sezione piana I'’, raggiunge
il genere massimo se ha come AHF della sua sezione piana la funzione 4 4¢
precedentemente definita, altrimenti g(C’') < G(I",s) < G(I',s) = G(d, s).
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Allora g(C") = G(I'/, s) se e solo se h! Zc-(n) = 0 pern > s — 1 (Lemma
2.0.2).
Dalla sequenza esatta di fasci:

0— Yo — Fc(1) — (1) — 0
segue la sequenza esatta lunga di coomologia:
o — H' v+ 1) — H' Ic(n) — H' Icn+1) — -
che, per n = s — 2, diventa:
oo —> H' I (s — 1) — H' I (s —=2) — H' Ic(s — 1) —> - -+

poiché H° #-(s — 1) = H' .#¢(s — 1) = 0 segue che anche H' ¢ (s —2) = 0.
Ripetendo lo stesso ragionamento iterativamente per n < s — 2 si perviene alla
conclusione che H'!.Z-(n) = 0 Vn € Z ovvero che la curva C & aritmeticamente
Cohen-Macaulay.

Viceversa se una curva C ¢ ACM e AHF(C N H, -) ¢ della forma massimale
diventa immediato, per il Lemma 2.0.2, che G(d, s, s) = g(C). O

Poich¢ data una qualunque # : N — N di tipo decrescente esiste sempre
una curva ACM, liscia e irriducibile, la cui generica sezione piana sia tale che
AHF (T, i) = h(i). Per d < s> + s definiamo gli interi m ed r come:

1 1
m =max{n :d > (s—; )s+(n—; )n}

_ (s+1)s+(m+1)m+r

d
2 2

allora segue che

s+2 m—+1 r
sro=as a1 () (") ()

Quest’ultima quantita ¢ il genere massimo di una curva con 0 = s e grado
d<s*+s.
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5. Costruzione di curve particolari.

Vogliamo costruire tre curve con invarianti s(C) = s, 0 (C) = s — 1 e di gradi
rispettivamente: s> — 6s + 17, s> — 6s + 16, s> — 65 + 15.

Supponiamo 1’esistenza di tre curve Cy, C,, C; lisce e irriducibili di gradi
rispettivamente 17, 16, 15 che abbiano i seguenti invarianti: s(C) = 6, 0 (C) =
5, e(C) > 2.1l fatto che e(C) > 2 garantisce che nella generica biliasion di tipo
(6, ), (s, s) si otterranno curve lisce e irriducibili.

Sia S una superficie di grado s contenente C, L = SN H . Dalla sequenza esatta:

0— Og(—C) > Oy — Oc — 0
segue la sequenza esatta di coomologia:
0— H°O5((s —6)L) — HO5(C +(s —6)L) — HOc(C+ (s —6)L) — 0
Poiché¢ H°Or(C + (s — 6)L) = H'O¢(2) # 0 segue immediatamente quanto

affermato. Poiche o (C) = 5 le funzioni di Hilbert delle sezioni delle curve
saranno necessariamente della forma:

@) AHF(I,)=1 2 3 4 5 2
8) AHF(I',)=1 2 3 4 5 1
9) AHF(I3,)=1 2 3 4 5.

Lemma 5.0.11. Facendo una generica biliasiondi tipo (6, s), (s, s) dalle curve
Ci1, Cy, Cs siotterranno tre curve: X1, X», X3 liscie e irriducibili.
Queste curve avranno i seguenti invarianti:

s(X1) = 5(X2) = 5(X3) =5,
o(X) =0(X2) =0(X3) =5 — 1.

Dimostrazione. Sia X una curva bilegata a C da una biliasion del tipo asse-
gnato. La formula s(X) = s(C) + h, dove h = s — 6 ¢ ’altezza della biliasion,
fornisce immediatamente la prima uguaglianza. Poiche in una biliasion vengono
bilegate anche le sezioni piane delle curve, le funzioni di Hilbert delle sezioni
piane I'" di X, X,,X3 saranno:

AHF(X,NH,) = 123 ... s—1 s—4 s—7 2 1
AHF(X;NH,) = 123 ... s—1 s—=5 s—7 2 1
AHF(XsNH,) = 123 ... s—1 s—6 s—7 2 1. O
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Se il modulo di Rao delle curve C;, C,, C3 ha componenti non nulle fino al
grado 4 e non oltre, effettuata la biliasion di altezza & le componenti non nulle
del modulo di Rao delle legate si estenderanno fino al grado / + 4.

Nel caso in questione le componenti non nulle di M (X;), M(X,), M(X3) si
estenderanno fino al grado (s — 2).

Questo significa che &' Fx,(n) =0pern >s — 1 eallora, per il Lemma 2.0.2,
si hanno le uguaglianze:

g X)=GT',s) per i=1,23.

Al fine di costruire curve liscie e irriducibili di grado 16 e 17, con gli invarianti
voluti si utilizzera il metodo sviluppato in [1]; questo metodo consiste nel
costruire delle curve spezzate che possono essere liscificate. La generica curva
liscia cosi ottenuta sara la curva cercata.

Queste curve, dette stick-figures, sono una unione ridotta di rette avente solo
nodi.

Sianoa; =0,...,a, =0,b; =0, ..., b, =0 le equazioni di generici piani in
PP, denoteremo con F), I'intersezione completa (aj az - - - ap, b1 by - -by).
Questa completa intersezione, insiemisticamente, ¢ 1’unione delle rette L;;
definite da @; = b; = 0. Poich¢ i piani sono scelti genericamente allora:
Liijkh :@Selsék,_];éh

Indicheremo con K, la sottofigura di F,, contenente le rette L;; peri < j.

In [4] ¢ evidenziato che K, ha una risoluzione della forma:

0— O(—p— 1)) = O(=p)"*' — Fx, — 0

dove il morfismo ® & definito dalla matrice:

ay 0

b1 ar 0

0 by a3 0

0 0 ... by a
0 0 ... 0 b,

La K, ¢ una degenerazione della famiglia delle curve liscie, aritmeticamente
Cohen-Macaulay, che hanno risoluzione della forma:

00— O(—p — 1)) — ﬁ(—p)erl — S — 0.
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Queste curve sono tali che:
H' ¢ (p—1)=H'9Ix,(p—1)=H>Ix,(p—1)=0
H' 7 (p—2)=H"'9x,(p—2)=H>Ix,(p—2) =0
H ¢ (p—3)=H"'9x, (p—3)=H> I, (p—3)=0.

Per rappresentare K, in modo piu diretto si puo utilizzare un diagramma del
seguente tipo:

II punto di coordinate (7, j) rappresenta la retta L;;, punti sulla stessa verticale
(o sulla stessa orizzontale) corrispondono a rette sullo stesso piano.
Naturalmente per definire una sottofigura di K, & molto piu semplice utilizzare
un diagramma di questo genere piuttosto che elencare tutte le rette L;; che lo
definiscono.

In seguito verra sfruttato il seguente lemma.

Lemma 5.0.12. Sia Y una curva ridotta, non necessariamente irriducibile, di
IP3 e sia L una retta r-secante che incontra Y quasi trasversalmente.

Allora H® Zy 1 (r —1) = H' Iy, (r — 1) = H* Ay (r — 1) = 0 se e solo se:
H' 2y —1)=H' %y —-1)=H> %@ —1)=0.

Dimostrazione. Consideriamo la sequenza esatta:
00— fyUL aa— fy —> leYUL — 0

e ricordiamo che .y |y, = O (—r).
Tensorizzando la sequenza con Ops (—r — 1) e passando alla sequenza esatta
lunga di coomologia si ottiene:

0— H' %4y r — 1) — H°#y(r — 1) — H0[(-1) —
—> HIJYUL(F — 1) —> Hlfy(l" — 1) e HlﬁL(—l) —_—
— H> 2y r — 1) — H* 7y (r — 1) — 0

da cui segue immediatamente 1’asserto. (]

Questo lemma significa semplicemente che, data una curva Y, ridotta e tale che
H! Zy(r—1) =0peri =0, 1, 2, & possibile aggiungere o togliere una r -secante
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senza cambiare i suoi annullamenti coomologici. Adesso possiamo passare allo
studio della liscificazione di una stick-figure.

Seguendo [4] se Y ¢ una sottofigura di K, ed L, ¢ una retta di ¥ definiamo

Ay:{(l,_])Llng}

e di conseguenza i seguenti interi:

(10) my.(p,q) =#{(p,q)eAy:p <q' <q)
(11) myy(p,q) =#{(p',q)eAy :p<p <q}
(12) dy(p,q) = my(p,q) —myp(p, q).

Data la curva Y si indichera con Ay il suo fibrato normale.

Lemma 5.0.13. Sia Y una sottofigura di K, tale che: |dy(i, j)| < 1,V(, j) €
Ay. Allora H' (Y, 4y (—1)) =0 e quindi Y é liscificabile.

Dimostrazione. Vedi [4]. O

Data la sottofigura X di K, definiamo con Ax ’insieme delle coppie di interi
(i, j) taliche L;; € X.

Lemma 5.0.14. Sia B, I’insieme formato dai primi p interi positivied A C B,
f A — B, una funzione iniettiva ed X una sottofigura di K, tale che
dx(i, j)=0,V(, j) € Ax.

Allora la stick-figure Y definita da:

Ay = Ax \{(, f(@)) i€ A}

e tale che: h' Ay (—1) = 0.

Dimostrazione. Sia (p, q) € Ay.

Poniamo my, = myx, se p ¢ A e my, = myxq(p,q) — 1 altrimenti,
myp(p,q) = mxp seq ¢ Imf emy, = myp(p,g) — 1 altrimenti. Quindi
|d(p, g)| <1 elaconclusione segue dal lemma precedente. U

Fissato I’intero m = 6 la figura definita dal seguente diagramma:
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rappresenta una stick-figure di grado d = 21. Se eliminiamo 4 punti dalla
sovradiagonale si ottiene una sottofigura di grado d = 17 che ¢ liscificabile per
i Lemmi 5.0.13 e 5.0.14. Questa sottofigura, che chiamero X, ¢ rappresentata

dal seguente diagramma:
o o o [

[ ]
I punti che stanno sulla stessa verticale di ascissa i corrispondono a rette che
stanno tutte sullo stesso piano a@;, mentre i punti di ordinata j corrispondono a
rette che stanno sul piano b;. Ne segue che la generica sezione piana di questa
figura ¢ fatta da punti la cui disposizione ¢ quella del diagramma; in altre parole
punti che hanno la stessa ascissa o la stessa ordinata sono allineati.
E quindi evidente che hofpo (4) = 0, per semicontinuita ne segue che X, si
specializza ad una curva con s(C) = 6 e 0 (C) = 5 da cui la funzione di Hilbert
della sua sezione piana dovra essere della forma indicata nell’equazione (7) di
questo paragrafo.
Per lo stesso motivo anche la curva ottenuta liscificando la stick-figure di grado
d = 16, definita dal seguente diagramma:

e & o o [
e o o [
o o [
[

[
deve avere s(C) = 6 e o(C) = 5, quindi la funzione di Hilbert della sezione
piana sara della forma indicata nell’equazione (8).
Il genere raggiunto da queste curve ¢ il genere massimo consentito dalla disu-
guaglianza (1). Quindi abbiamo g(C;) = 30, g(C,) = 25 rispettivamente per i
casid =17ed = 16.
Ricordando che il teorema di Riemann-Roch dice:
W Oc(n) —h'Cc(n) =nd +1—g,
nel caso particolare n = 2, d = 17 si ottiene:
Woec2)=ho-2) -5,
mentre nel caso n = 2, d = 16 si ha:

hWoec2)=h'0-2) —8.
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Poiche¢ h°0-(2) > 10 & immediato che h'0c(2) > 5 nel primo caso e
h'Oc(2) > 2 nel secondo caso. Questo significa che e > 2 per entrambe le
curve costruite con questo metodo.

Inoltre le stick-figures cosi costruite hanno modulo di Rao M (X)) che si estende
fino al posto 4; per semicontinuita anche le curve liscificate hanno M (C)s = 0.
Dopo la biliasion sara M (C),_; = 0. A questo punto tutte le ipotesi del Lemma
5.0.11 sono verificate e quindi con una biliasion di tipo (6, s), (s, s) si ottengono
delle curve liscie e irriducibili di grado, rispettivamente: d = s> — 6s + 17,
d = s* — 6s + 16 e di genere G(T, 5).

Per la massimalita di G (T, s) si ha che il genere di queste curve € pari a G(d, ).
Per costruire curve di grado 15 con le proprieta richieste bisogna utilizzare un
metodo diverso da quello utilizzato nei casi precedenti in quanto il teorema di
Riemann-Roch non fornisce informazioni utili. Verra quindi utilizzato il metodo
sviluppato da Hartshorne e Hirschowitz in [7]; nel seguente paragrafo verranno
riportati i risultati essenziali di tale lavoro.

6. Fasci riflessivi e curve di P3.

Il seguente metodo, che sfrutta I’esistenza di particolari fasci riflessivi, permette
di costruire curve liscie e irriducibili di P? e calcolarne numerosi invarianti.
Indichiamo con ¢; e ¢, la prima e la seconda classe di Chern di un fascio
riflessivo.

Definizione 6.0.15. Si chiama fascio primitivo, un fascio riflessivo di rango 2
suP3 con le seguenti proprieta:

a)cy > -2
b) A(ci) < ¢ < B(cr)
c) °%(&) =0, h'(&) =0, h*(&(—1)) =0,

dove si e posto:

Aley) = {f%(c%+zc1+3)* perci #1, 3
idem + 1 perci =1, 3

Bl — {ré(c%+3cl +8)7 perc #2, 4
! idem + 1 perc; =2, 4.
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Definizione 6.0.16. Un fascio riflessivo & di rango 2 su P* si dira “conve-
niente” ( dal francese convenable) se per ogni punto P € P3 dove & non ¢é
localmente libero, la spiga &p si puo scrivere come il conucleo di un morfismo
(/3N ﬁp —> ﬁ:;

Definizione 6.0.17. Un fascio riflessivo & di rango 2 su P* si dira con coomo-
logia seminaturale se per ogni | > —1501 — 2 al pitt uno dei gruppi H (&(1)) ¢
non nullo.

Teorema 6.0.18. Per ciascuna coppia di interi (c1, ¢;) permessi dalla defini-
zione 6.0.16 (ad eccezione di ¢y < 0, ¢c; = B(cy)) esiste un fascio primitivo .7
conveniente, con classi di Chern c; e ¢;.

Inoltre esiste un tale fascio con coomologia seminaturale.

Dimostrazione. Vedi [7]. O

Lemma 6.0.19. i) I fasci primitivi & con classi di Chern (-2,1,0), (-1,1,1),
(0,2,4), (1,4,10), (2,7,20) hanno h' (&(n)) =0 Vn € Z.
ii) Tutti gli altri fasci primitivi hanno h'(&(—1)) # 0.

Dimostrazione. Vedi [7]. O

Il seguente teorema permette di costruire curve algebriche a partire da fasci
riflessivi.

Teorema 6.0.20. Siano ¢, > —2, ¢ > A(cy) interi, sia & un fascio primitivo
conveniente che abbia coomologia seminaturale e classi di Chern cy e c;.
Fissato n > 1, il luogo degli zeri di una generica sezione di & é una curva non
singolare Y tale che:

a) ilgradodi Y éd = c; + cn + n?;

b) il piit piccolo intero s tale che h°® Iy (s) #0eés =c; +n+1;

c) il generediY é:g=d(s—1)+1— (ng) + ("gl);

d) Y é una curva di rango massimale;

e) e(Y) =c,—n—1.

Dimostrazione. Vedi [7]. |

Inoltre, costruito il fascio & e fissato I’intero n si ottiene la sequenza esatta:
0— Ops — Em) — Fy(c; +2n) — 0.

E proprio da questa sequenza esatta che si deduce la b); infatti da K& = 0,
h°&(1) > 2 si deduce che il pit piccolo intero s tale che h°.Zy(s) # 0 &
s=c+n+1.
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Proposizione 6.0.21. La curva Y associata agli interi cy, ¢y, n & irriducibile
tranne nei due casi seguenti:

i)Seci=—-2c¢cy=1n=1alloraY e vuoto.

ii) Seci =0cy=1n=1alloraY é unione di due rette disgiunte.

Dimostrazione. Vedi [7]. U

A questo punto si puo costruire la curva di grado 15 cercata.

Considero un fascio primitivo & con classi di Chern ¢; = 4 ¢; = 10 e lo
tensorizzo con O(1).

La generica sezione globale di &£ (1) da luogo ad una curva (liscia e connessa)
taleche:d = 15,5 =6, e = 2.

Nel caso considerato, la sequenza esatta ¢&:

0— Opp — 1) — F(6) — 0

da cui tensorizzando per €'(—2) si ottiene I’isomorfismo H'&(—1) = H'! .7y (4);
poiché h'&(—1) # 0 ne segue h' .7y (4) # 0.

Tensorizzando per &(—1) si ottiene: H' #y(5) = H'& = 0 (dalla definizione
di fascio primitivo).

A questo punto bisogna verificare che h°.#1-(4) = 0 per la curva in questione.
Dalla sequenza esatta

e passando alla sequenza esatta lunga di coomologia:
0— H'9r(4) — H'#3) — H' Hy(@4) — -+

segue che H.#1(4) = 0 se e solo se la mappa di moltiplicazione H'.#y (3) —
H' .7y (4) & iniettiva.

Dall’isomorfismo (H!&)(5) = H!.#y segue che calcolare il nucleo della map-
pa @y equivale a calcolare il nucleo della mappa H'&(—2) — H'&(—1). A
questo punto bisogna vedere in dettaglio come vengono costruiti i fasci rifles-
sivi usati per la costruzione di queste curve e quindi ricavarne le informazioni
necessarie.

Poiche voglio costruire una curva di grado d = 15 con s(C) = 6 le classi di
Chern del fascio riflessivo & corrispondente alla curva devono essere: ¢; = 4,
¢y = 10 e ¢3 = §; peril passo di riduzione in [6] ¢ sufficiente costruire un fascio
&' con classi di Chern ¢ = 2, ¢, = 7, ¢ = 8 e quindi fare I’identificazione
E(-1) =4".

La proposizione fondamentale per la costruzione dei fasci riflessivi ¢ la seguen-
te.
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Proposizione 6.0.22. Siano b un intero tale che 0 < b < 3 e ANy il fibrato
normale.
Sia Y una curva liscia (non necessariamente irriducibile) di P di grado d,
genere aritmetico g e che verifica le seguenti condizioni:

1) H' 4y =0

2) H'Oy(b) =0

3) H' Ay(b—4) =0

4) wy(4 — b) ha una sezione con solo zeri semplici

5) per un morfismo B : Ops(—b) — Oy generico e per ogni n € 7,
I’applicazione lineare:

H%an)) : HY®?, 6(n — b) ® O(n)) — H'(Y, Oy (n))

dedottada o := (B, 1) : O(—b) & O — Oy ¢ di rango massimo
6) se g e positivo allora Y e connessa e non speciale altrimenti ¢ unione di
curve razionali.

Allora Ops & Fy (b) si generalizza ad un fascio riflessivo conveniente di classi
diCherncy = b, cy; =d, c3 = (4—b)d+2g—2, inoltre il fascio ha coomologia
seminaturale.

Dimostrazione. Vedi [6]. O

Nel caso danoi considerato la curva Y della proposizione precedente avrad = 7
e g = —2; 'intero b dovra essere b = 2.

Nel caso b = 2 ese d e g verificano: 1 —d < g < 0 esiste una unione disgiunta
di (1 — g) curve razionali liscie, di grado totale d che verificano il punto (5)
della Proposizione 6.0.22 (vedi [6]).

Da quanto detto segue che la curva Y, unione generica di tre curve razionali
liscie (due coniche e una cubica), & tale che il fascio .¥ = Op @ Fy(2) si
generalizza al fascio &(—1) cercato. Calcolare il nucleo del morfismo H !(Ops @
Iy(2)(=1) — HYOp & y(2)) & equivalente a calcolare il nucleo di
H' 7y (1) % H .7,(2).

Il nucleo della mappa ¢y ¢ sicuramente nullo in quanto dalla sequenza esatta

segue:
i — H' 7y (2) — H° 7 (2) — H' 7y(1) - H' 7 (2) —> - -

Poiche I ¢ la sezione piana dell’unione generica di tre curve razionali di gradi
rispettivamente: 3,2,2, non pud essere contenuta in nessuna conica e quindi
H° 7 (2) = 0; questo implica che ker oy = 0.
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Poiche il morfismo di moltiplicazione H'.#(—1) - H'.Z ¢ iniettivo, anche
la sua generalizzazione rimarra iniettiva per semicontinuita.

La generalizzazione del fascio .# ¢ il fascio riflessivo &(—1) e quindi il nucleo
di H'&(—2) — H'&(—1) & nullo.

Questo significa che H?.#(4) = 0 e allora la funzione di Hilbert della sezione
piana di Y sara quella descritta nella equazione (9).

Dopo una biliasion di tipo (6, s), (s, s) si ottiene una curva C di grado d =
§? — 65 + 15 la cui sezione piana ha la seguente funzione di Hilbert:

AHF(T,)={1,2,...,s—1,s —6,s —7,...,1}.

Poicheé h' #y(n) = 0 per n > s — 1 il genere della curva Y cosi costruita &
G (T, s) e poiche AHF (T, -) ¢ massimale si ha: G(I', s) = G(d, s).
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