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CONTRIBUTO ALLE IPERSTRUTTURE MATROIDALI

DOMENICO FRENI

In this paper we continue the investigation of matroidal hyperstructures,
introduced in [8], [9], [15], [17], [22]. In the first section, we define the sub-
hypergroupoid [A] generated by a subset A of an hypergroupoid (H, e). We
introduce the notion of defect and optimal defect of [ A] and investigate their
properties.

In the following sections, we define the class of M, -hypergroups, atta-
ched to an action of a group on a set M. We give necessary, and necessary
and sufficient conditions for a M, -hypergroupoid to be matroidal. The most
significant case is given by the canonical action of the multiplicative group
K* of a field K on the set V — {0}, where V is a K-vector space. Mo-
reover, we determine necessary conditions under which the defect of a sub-
hypergroupoid [A] of a M, -hypergroupoid is optimal; we also give examples
of non-commutative matroidal hypergroupoids.

In the last section, we continue the investigation of finite non-commuta-
tive exchange groups.

1. Sottoipergruppoidi generati da un sottoinsieme.

Se (H, @) ¢ un ipergruppoide ed A ¢ un sottoinsieme non vuoto di H, si
pone:
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A'=(AeA)eA|JAe(AeA)=A oA |JA oA’
e perognin > 1
— n+1 n  —k —n—k+l

A" = U A e

L’insieme [A] = |-, 2% & un sottoipergruppoide di (H, e). Infatti, per
ogni coppia (x, y) di elementi di [A], esiste una coppia (r, s) di elementi di N*
taleche x € A’ e y EZS, quindi x e y C A oA’ C A C [A] e dunque
[A] o [A] C [A].

Del resto, se S ¢ un sottoipergruppoide di (H, ) contenente A, si ha
A = AeA C S e S C S e induttivamente si prova che A" CSeS, per ogni
n € N*; ciog il sottoipergruppoide [A] € contenuto in tutti i sottoipergruppoidi
contenenti a, quindi ¢ il pit piccolo sottoipergruppoide contenente A e viene
chiamato sottoipergruppoide generato da A.

Se I’insieme A ¢ finito, il sottoipergruppoide [A] si dice finitamente
generatoda A e se I'insieme A ¢ costituito dagli elementi ay, as, ..., a,, allora
siscrive [ay, aa, ..., a,].

Il sottoipergruppoide [a] generato dal singleton {a} si chiama sottoiper-
gruppoide ciclico generato da a.

Con [(] si indica I’intersezione di tutti i sottoipergruppoidi di H. Ovvia-
mente, sono possibili due casi:

1 191 =0;
2) (9] # 0.

In particolare, nel secondo caso, I’insieme [(J] ¢ un sottoipergruppoide di
H , e piu precisamente si ha che [@] e il piii piccolo sottoipergruppoide di H se
e solo se [D] #£ 0.

Se A € un sottoinsieme non vuoto di H, con C4 e N4 si indicano i due
insiemi seguenti:

N
Cy = {s eN* A ¢ UZ"},
k=1

Nao=N-—-Cy4

e si pone m, = max N4, convenendo di scrivere m 4 = oo nel caso in cui Ny ¢
privo di massimo. Inoltre, se C4 # @, sipone c4 = minCy4.

L’elemento m 4 si chiama ampiezza del sottoipergruppoide [A].

Se m4 = 00, allora [A] si dice di ampiezza infinita.

Se m4 # 00, il valore assoluto [m4 — c4| si chiama difetto di [A].

Il difetto si dice quasi ottimo se uguale ad uno e lo si chiama ottimo se
CA =My + 1.
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Ovviamente ogni sottoipergruppoide [A] di difetto ottimo ha difetto quasi
ottimo.

Alcuni esempi:

Si considerino un intero n > 2 e i due insiemi H = {0,1,2} e K =
{0, 1,2, 3,4}, e siano (H, o), (N, n,e), (N,o), (K, *) gli ipergruppoidi i cui
iperprodotti sono qui di seguito riportati:

o 0 1 2

0 1 1 H

1 1 {1,2} H

2 H H H
0Oe0=0e1=1e0={1};
lel=/{1,2};

(N,n,e)= . .

mei=iem={m+1}2<m<n,ie{0,1,2,...,m};
mei=iem=N&m>n,ic{0,1,2,..., m};

0060=001=100=1{1};
(N,o)=3101={1,2};
moi=iom=m+1}m=>2,i€{0,1,2,...,m};

* 0 1 2 3 4
0 1 1 3 K—{4 K
1 1 (1,2} 3 K—{4 K
2 3 3 3 K—{4 K
3 K—1{4 K—{4 K-{4) K K
4 K K K K K

Posto A = {0}, in tutti e quattro gli ipergruppoidi si ha:
Al=(0), A’=A’=q), A'=0,2}

ma cambia, a secondo i casi, il difetto del sottoipergruppoide [A]. Infatti:
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1) Nell’ipergruppoide (H, o) si ha A" = H, per ogni n > 5. Dunque
Nsy = {0,1,3}, ca = 2 e il difetto di [A] ¢ quasi ottimo, ma non ¢ ottimo
perché my > c4.

2) Nell’ipergruppoide (N, n, @), per ogni intero k tale che 3 < k < n + 3, si
ha:

AY=1(1,2,.. . k-2).

Infatti A~ = {1} e At = {1, 2}, e supponendo che per ogni intero k tale
che3<k<n+2 sihazk ={1,2,...,k— 2}, allora si ottiene:

—r+1 ..
A C ANr , per ogniintero r taleche2 <r <n+ 1.

—nt3
Inoltre, preso x € A" ,esiste un k € {1,2,...,n + 2} tale che x €
—k  —nt3—k

A e A
Sek = 1oppurek = n+2,siottiene x c A oA~ = A" eA =

Oe{l,2,....,n}={1,3,...,n+1}.

Mentre, se 2 < k <n+ 1, allora x ezk A" - A e A e quindi
esiste {a, b} C Z"H ={1,2,...,n} tale che x € a e b. Supponendo a < b,
sihaxe{l,2}sea =b=1,ex = b+ 1sebe{2,...,n}. Pertanto, in
tutti i casi, si ottiene x € {1,2, ..., n + 1} e cosi resta dimostrata I’inclusione

A 2, n+1).

Viceversa, |€0el =4 oA CA oA" " 2clel CA oA C
A’ed" ed infine, per ogni intero x taleche 3 < x < n+41,siha2 <x—1<n
excOe(x—1)CA oA

Dunque ¢ provata anche l’inclusione {1,2,...,n + 1} C A" e di
conseguenzaZ"Jr3 ={1,2,...,n+1}.

Inoltre risulta N = 0Oe (n + 1) C Alea"? - amt C N, quindi

—ntd . . .
N =A""" ¢ induttivamente si prova che

N = A", perogniintero k > n + 4.

Le considerazioni precedenti permettono di dedurre facilmente le seguenti:
) A ¢gA A cA'uAY
b) Per ogni intero m tale che 3 < m < n + 3 si ha ZmH Z Ukm:1 Zk, in
quanto m —1eAdA" M em—1 ¢ Uk";lZ" =1{0,1,...,m =2}
c) At = Ui, A= N, per ogni intero m > n + 4.
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Dunquesiha Ny = {0,1,3,...,n4+3},ca = 2,my = n + 3 e il difetto
di[Alén+1.

3) Nell’ipergruppoide (N, ¢), con dimostrazione analoga a quella svolta nel-
I’esempio 2, si prova che per ogni intero k > 3 si ha Ak = {1,2,...,k—2}e
A g U A" quindi €y = {2} e my = oo.

4) In quest’ultimo esempio si ha A= {1, 2,3}, A=A =A'=7"=
{0,1,2,3}e A= K, per ogni k > 10. Pertanto N4 = {0, 1, 3, 4, 9}, quindi
ca=2<my=09.

Infine, si osservi che in quest’ultimo ipergruppoide, tra i due interi c4 e

m 4, esistono degli elementi che appartengono a C4 ed altri che appartengono
ad NA .

Proposizione 1.1. Per ogni sottoinsieme non vuoto A di H si ha:

1) Se Cy =, allora | U,'(’g Zkl >n+1, perognin > 1;
2) Se H e un ipergruppoide finito, allora C o # 0;

3) Sema # 00, alloramy < ca < il difetto di [A] e ottimo;
4) ca =1 [A]l=A;

5) Ca = N* se, e solo se, A ¢ un sottoipergruppoide di H .

. . . .2 —1 o TR v
Dimostrazione. 1) Per ipotesi A~ ¢ A , quindi la cardinalitd dell’insieme
—1 —2 . . . —k
A UA” &> 2. Perinduzionesia || J/T| A | >n+1.

. —n42 ko —k —k
Siccome A" ¢ Uit #¥,siottiene | 1A > |UEL AT |+1 > n42
e la dimostrazione di 1) € conclusa.

2) Se H ¢&finito ed A ¢ un sottoinsieme non vuoto di H tale che C4 = @, per

1), si ha:
|H|+1

U 3| =1+ 1 1),
k=1
ma cio ¢ impossibile.

3) Se my # 00, ovviamente si ha C, #£ @, e se inoltre m4 < c4, allora
I'insieme {n € N | n > m,} ¢ contenuto in C,. Del resto, per ogni intero
ne N*talechen <myu,sihan < cu,eperlaminimalitadi cs in C4 siottiene
n ¢ Cy.Dunquesiricavan € Na, Ny =1{0,1,2,...,ma}ecys =ma—+1,cioe
il difetto di [A] & ottimo.

Il viceversa ¢ 2evidgnlte.

4) cy =1 A CA & Aceunsottoipergruppoide di H < [A] = A.

5) Se C4 = N* si haminC4 = 1 ed A & un sottoipergruppoide di H.
Viceversa, se A € un sottogruppoide di H, allora [A] = A e A ¢ Zl,
per ogni intero s > 1. Dunque C4 = N*.
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Proposizione 1 2. Per ogni sottoinsieme non vuoto A di H tale che my # 00

siha P A A matl A A , per ogniinteroi > 1, e [A] = 4! Ak
Dimostrazione. Per la massimalita di m, in NA sitha{ieN |i>mys+ 1} C
N — Ny = Cy4. Ora A" Um”] At perche m4 + 1 € C4, dunque
si ottiene | JJ"'? A g HENRY ae per induzione si prova facilmente che
i At = it ak, per ogni intero i > 1.
Ovviamente si ha anche [A] = Z;Afr 17"

Teorema 1.3. Se H ¢ un ipergruppoide finito, per ogni sottoinsieme non vuoto
. . —k

AdiH,sihamy # oo e [A] = Z;AIHA

Dimostrazione. Se m, = o0, ordinando gli elementi di N4 con [’ordine

naturale di N, I’insieme N, costituisce una catena

ng<np<---<nj<---

Chiaramente, per ogni j # 0, si ha:

ni —k nivg —k . .
esel )., A" =), A", allora, essendon; + 1 < n;,q, si ottiene:
k=1 k=1 J j+

njt+1

n]+1CUA U

k=1

impossibile perche n; 1 ¢Cy.
— k
Quindi | J,”, A" & strettamente contenuto in U A
Allorain H sitrovauna catena di sottoinsiemil’ uno strettamente contenuto

nell’altro
"k (= -
Ua'cla " c---| A -
k=1 k=1 k=1

che non si blocca, ma cio € impossibile perche H ¢ finito.

La Proposizione 1.2 completa la dimostrazione.

Proposizione 1.4. Se H ¢ un semi-ipergruppo finito, per ogni sottoinsieme non
vuoto A di H, il difetto di [ A] é ottimo.
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Dimostrazione. Per la Proposizione 1.1 - 2), I’insieme C,4 ¢ non vuoto e per
TN 5 . —n .. N
I’associativita dell’iperprodotto si ha A~ = A", per ogni intero n > 1. Quindi

ca cat+l1 ca+l

A2 = peatl g 4 (UA").A: A A
k=2 k=1

k=1
e induttivamente si prova che

cats—1
AT C U AF, perognis > 1.
k=1

Dunque n € C4 se,esolose,n+ 1€ Cy,ovvero Cy = {n eN*|n> cA}
equindiNA :N—CA = {0, 1, R & 1}
Pertanto my = c4 — 1 e ovviamente c4 = m4 + 1.

Osservazione. Se (H, o) ¢ isomorfo ad un gruppo, identificato il singleton {x}
con lo stesso elemento x e supponendo che x sia un elemento di periodo finito
n, si prova che ¢, = n e che [x] ¢ il sottogruppo ciclico generato da x. Infatti,

per la Proposizione 1.1 - 4), si ha ¢;, = 1 e se x # 1, allora, per ogni
. . —k k n —k . .
k € N*, si ottiene x* = {x*} e Ji_, x*¥ = {x,x% ..., x" = 15}. Quindi
- n o= .
" = x e |Jj_, X" e di conseguenza ¢, < n.
Del resto x*! appartiene all’insieme {x, x2, ..., x} e se esiste un intero

ktaleche 2 < k < ¢, e xt! = x*, allora si ottiene x*%*2 = x. Pertanto si ha

— o —k+1 = . .

s e U ik e ey —k+1€Cy,conl < ¢, —k+ 1 < ¢, impossibile
per la minimalita di ¢, in C,. Dunque x*! = x e quindi si ottiene x* = 15 e
n < c,. Sicche ¢, = n e ovviamente [x] ¢ il sottogruppo ciclico generato da x.

Proposizione 1.5. Se f : H — K ¢ un omomorfismo di ipergruppoidi, per
ogni sottoinsieme non vuoto A di H, si ha:

1) f([AD C [f(AI;

2) [fTAD] = [f(A)] e se f e un omomorfismo buono, allora f([A]) =
Lf (A

3) Per ogni intero m > 1 si ha f(Zm) C mm, inoltre vale I’'uguaglianza
se f é un omomorfismo buono;

4) Se f e un omomorfismo buono e Cx # ), allora cyay < ca e mypay < my.
E se inoltre cya) = ca, allora il difetto di [ A] é ottimo se, e solo se, il difetto di
[f(A)] e ottimo.
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Dimostrazione. 1) E facile verificare che f~!([ f(A)]) & un sottoipergruppoide
di H che contiene A, quindi contiene anche [A] e di conseguenza

FAAD € FUTHAFAD) CLAA)

2) Ovviamente si ha f(A) C f([A]), quindi [f(A)] C [f([A])]. Inoltre
S([AD C [f(A)] e daquisiricava [ f([A]] C [[f(A]] = [f(A)].

Se f ¢ un omomorfismo buono, 'immagine f([A]) di [A] € un sottoiper-
gruppoide di K e f([A]) = [f(A)].
3) Eovvio che f(A 1) = f(A) = f(A) e supponendo che per ogni intero k
taleche 1 <k <m siha f(Zk) - mk, allora:

m—1 m—1
fAN=(Jaed" ) =Jr@ ea" e
k=1 k=1

m—1 m—1
—k —m—k ——k ———m—k m
clUr@Her@" HclUF@ oF@A" T =FA)
k=1 k=1
Dunque si ¢ dimostrato che per ogni intero m > 1 si ha:
fAH CFA"

Allo stesso modo, se f € un omomorfismo buono, sostituendo il segno di
inclusione con 1’uguaglianza, si prova che

- m — . m
f(A7) = f(A) .
4) Se f ¢ un omomorfismo buono ed esiste un intero positivo n tale che
— 41 —k iy . .
A" Ui, A", allora si ricava I’inclusione:

A" =@ e (U =Urah=Ura".
k=1 k=1 k=1

Pertanto I’insieme C,4 ¢ contenuto in Cy(4) € il minimo cy(4y di Cp(4) € minore
ougualea cy.

Del resto, si ha anche Nf(A) = N — Cf(A) C N —Cy = Ny, qu1nd1
Mya) = My.

Infine, se cy(4) = cy, siha:

cAzmA+l¢>cf(A)=mA+1©mf(A)§mA=

=cpy — 1 & mpwy < cpay < cpay =mpa + 1.
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2. M, -ipergruppoidi.

Siano M un insieme non vuoto e G un gruppo che opera a sinistra su M
mediante I’azione ¢ : G x M — M tale che ¢(x, a) = xa, per ogni coppia
(x,a)eGx M.

Se A ¢ un qualunque elemento di G, per ogni coppia (a, b) di elementi di
M, si pone:

aeb=>bea={\a, \b}.

E facile provare che I’iper-operazione prima definita & riproducibile. Infatti,
per ogni coppia (a, b) € M?,sihabeae(A"'b) = (A\"'b)ea = {ra, b}, quindi
per ogni a € M siottienea e M = M e a = M e 'ipergruppoide (M, ) & un
quasi-ipergruppoide commutativo.

In seguito, con abuso di notazione, si utilizzera spesso il simbolo M, per
indicare non solo il sostegno M del quasi-ipergruppoide (M, o), ma anche lo
stesso quasi-ipergruppoide.

Proposizione 2.1. Se per ogni elemento a di M, Stab(a) rappresenta lo stabi-
lizzatore dell’elemento a rispetto all’azione ¢ di G su M, allora:

1) M, é un ipergruppo se e solo se A appartiene al nucleo N, dell’azione ¢.
(Il nucleo dell’azione é lintersezione ()., Stab(a) di tutti gli stabilizzatori);

2) Se A non appartiene al nucleo di ¢, allora il quasi-ipergruppo M, é un
Hy-gruppo, cioe l’iper-operazione é riproducibile e debolmente associativa.

Dimostrazione. 1) Sia M, un ipergruppo. Se M, = {a}, allora lo stabilizzatore
dell’unico elemento a coincide con G e I’'implicazione ¢ ovvia.
Se |M, | > 2, per ogni coppia (a, b) di elementi distinti di M, si ha:

{AMa, b} =(aea)eb =ae(aeb)={ra, \a, \’b}

ed essendo a # b, si distinguono i due casi: Aa = A%a oppure ra = A%b.

Nel primo caso si ha subito a = Aa, quindi A € Stab(a).

Nel secondo caso si ha a = Ab, di conseguenza {\’a, a} = {ra, A\%a}.
Pertanto Aa = a oppure Aa = A’a, quindi A € Stab(a).

Dunque, in entrambi i casi e per ogni a € M,, si ottiene A € Stab(a) e
I’'implicazione = ¢ provata.

Viceversa, se A € N, = [, Stab(a), per ogni terna (a, b, ¢) € M; si ha:

(aeb)ec={a,b,c}=ae(bec)

e poiche I’iper-operazione & anche riproducibile, M, ¢ un ipergruppo.
2) Se A ¢ N,, I’iperprodotto e non ¢ associativo, ma per ogni terna (a, b, c¢) di
elementi di M, siha A’b € (aeb)ecNae(bec)e cid completa la dimostrazione.

Nei prossimi teoremi verra studiata la struttura dei sotto-ipergruppoidi di
M, generati da un sottoinsieme.
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Proposizione 2.2. Per ogni coppia (A, B) di sottoinsiemi non vuoti di M, si
ha:

1) AeB=)AUAB;

2) Se A € Stab(A), allora [A] = A;

3) Se A appartiene al nucleo N, dell’azione ¢, allora [A] = A;

4) Se [A] = A ed esiste un intero n > 1 tale che A" € Stab(A), allora
A € Stab(A);

5) Se A e un elemento di G di ordine finito g, > € Stab(A) se e solo se
[A] = A.

Dimostrazione.
)  AeB= |J aeb= ] {ra.rb}=
acA,beB acA,beb
- U A{a,b}zk< U {a,b}) — AM(AUB) = AAUAB.
acA,beB acA,beB

2) Se A € Stab(A), per 1), sihaz2 :Zl .Zl =AeA=LAULA = A.
Se per ogni intero k tale che 1 < k < n si ha At = A, allora At =
Ui A eA" ™ = Ae A=A Pertanto [A] = ., A" = A.

3) Immediata conseguenza di 2).

4) Se [A] = Asiha AA = Zz C [A] = A e per induzione si prova che
A™A C AA C A, per ogni intero m > 1.

Del resto, per ipotesi, esiste un intero n > 1 tale che A" € Stab(A), per cui
A=AM"ACMA C Aequindi LA = A.
5) Immediata conseguenza di 2) e 3).

Teorema 2.3. Per qualunque coppia (A, B) di sottoinsiemi non vuoti di M, si
ha:

1) - Uiz, A A, per ognin > 1;

2) Per ogni interon > 2, si ha: A" c ZHI ;

3) Perognine N*, neCy & Aua” :ZUZHI;

4) [A] = Ui M A;

5) Per ogniinteron > 1, si ha: AUB"=A"UB"e [AUB] =[A]U[B],

6) Per ogni sottoinsieme non vuoto A di My, si ha: [A] = UaeA[a];

7) Se A é un elemento di G di ordine finito q, allora

q—1
[A] = U)J‘A —AUA?
k=0
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Dimostrazione. 1) Per la Proposizione 2.2 - 1), si ha:

A= AeA=)AULA = AA:

A=A e A UA eA = Ae(MA)U(LA) e A = LAUA2A,

e induttivamente, se per ogni intero m tale che 3 < m < n si ha A" =
m—1 4 r
U/, A" A, allora

Ak C Zkﬂ, per ogni intero k taleche 2 <k <n — 1,

e inoltre

k=2
CA eA"UA"eA " =2A' UrA"=A'eA" ca"!
Infine
A" A e A" =)A'UNA" =
n—1 n—1 n
:AAU[A(UAkA)]:AAU(U)J‘“A):U)J‘A.
k=1 k=1 k=1

2) Immediata conseguenza di 1).
3) Se neCy, alloraZnJrl C L_J,'(':1 Zk. Per 2), si ottieneZnJrl C Zl UZ",
dunque
A'vA™ ca'v@'vah=a'ua"ca'uvam!
equindiz1 uA"=a'ua"
Viceversa, sihaZ"Jrl C ZIUZHI :ZIUZ = Zzlzk,cioénECA.
4) Se x € [A], allora esiste k € N* tale cile xeA”. Sem = 1siha
xeA=2"A; mentre se m > 1,siottienex e A" = kmz_ll A¥ A e quindi esiste
ke{l,2,...,m — 1} taleche x € AXA. Cioe, in ogni caso, si ha x € Ukzo AKA,
per cui [A] C Jg AFA.
E anche facile provare che Ukzo AKA c [A]
5)Sen=1,alloraAUB =AUB=A UB .

n
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Se n > 1, applicando 1), si ottiene:
n—1 n—1 n—1

—Jraup = (U)J%)U(U)J‘B) ~A"UB",

k=1 k=1 k=1

e inoltre

[AuBl=|JAUB"=J@"UB" =
n>1 n>1

=<UZ") (UB) [A] U[B].

n>1 n>1

6) Posto H = |J,.4lal, per ogni coppia (x,y) € H 2, esiste una coppia
(ay, ap) di elementi di A tali che x € [a1] e y € [ax]. Per 5),si ha: x ¢ y C
[a1] e [a2] C [[a1] U [a2]] = [a1,a2] = [a1] U [a2] C H, quindi H ¢ un
sottoipergruppoide di M, che contiene A e per conseguenza [A] C H.

Ovviamente si ha anche I’inclusione H C [A], dunque [A] =

7) Per 2), si ha:

[A]:UZ":TU(UZ").

n>1 n=q

Inoltre, il sottogruppo ciclico di G generato da A ha ordine g e per ogni
intero k > ¢, esiste un intero ¢ tale che 0 < ¢ < ¢ e A¥ = A’. Pertanto, per ogni
m > q, si ha:

m—1 q—1 q—1
= Jrac UA’A:AU(UA’A) —AUAY
k=1 t=0 t=1

e cio conclude la dimostrazione.
Immediata conseguenza del Teorema 2.3 - 7) ¢ il seguente:

Corollario 2.4. 1) Per ogni a € M,, si ha: = {Malien.
2) Se A e un elemento di G di Ordzneﬁnzto q, allora [a] = {)J‘a}

Nella prossima proposizione verranno dimostrate alcune proprieta degli
omomorfismi di M, -ipergruppoidi.
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Proposizione 2.5. Siano A e ( due elementi distinti di G.

1) Se f e un omomorfismo da M, in M,,, per ogni a € M, e per ognin € N,
siha: f(Aa) = u" f(a).

2) Una applicazione f : M, — M, é un omomorfismo buono se e solo se
f(a) = uf(a), perogniae M.

3) Ogni omomorfismo f : M, — M, é buono e per ogni coppia (a, b) € M,
si ha:

i (f@e fb) =22 F 7 (FOFaN] o 72 71 F (D))

4) Se A e un elemento di G di ordine finito 2, allora f é regolare.

Dimostrazione. 1) L’uguaglianza ¢ ovvia se n = 0, inoltre si ha:

{f(a)} = f(aea) C f(a)e f(a) = {uf(a)},

quindi f(Aa) = uf(a). Infine, per induzione, si ottiene:

foMa) = fO0a) = uf(W'a) = plu" f(@)] = 1™ f(a).

2) L’implicazione = segue subito da 1).
Viceversa, se per ogni a € M, si ha: f(,a) = uf(a), allora

fla)e f(b) ={uf(a), uf (b)) = {f(ra), f(Ab)} = f({ra, Ab}) = f(a o D),

ed f ¢ un omomorfismo buono.

3) Da 1) e 2) si ha che f ¢ un omomorfismo buono. Inoltre, se x €
A2 (f(A%a))] o 271 (f(A*b))], allora x = A~'f~!(f(A%a)) oppure
x = A7 U F(A2h)). Se x = A7 F7(f(A%a)) (analogamente si tratta il ca-
so x = A~ fFTI(f(A%h))), siha Ax = f~!(f(A%a)) e quindi puf (x) = f(Ax) =
f(Pa) = p? f(a).

Pertanto f(x) = uf(a) € f(a)e f(b) e per conseguenza x € f~'(f(a) e
F)).

Viceversa, se x € f'(f(a) o f(b)), allora f(x) € f(a) o f(b) =
{uf(a), wf(b)}, ese f(x) = puf(a)siha f(rx) = uf(x) = p’ f(a) = f(A a).
Dunque Ax € f~1(f(A%a)), quindi

x el FNFGRa) C NPT Pa)] o AT TN (A Pa))].

Si perviene allo stesso risultato supponendo f(x) = uf(b).
4) Se X ha ordine 2, allora A=2 = A2 = 1 e per 3) si ottiene:

' (f@e f(b) = f(f@)e f(fb)),

cioe f ¢ regolare.
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3. M, -ipergruppoidi matroidali o cambisti.

Negli ipergruppoidi la nozione di sottoipergruppoide generato da un sot-
toinsieme A si puo riguardare come la chiusuradi A ed analogamente a quanto
¢ stato svolto per gli ipergruppi cambisti (vedi [8], [9], [22]), si puo sviluppare
una teoria d’indipendenza lineare e dimensionale nella classe degli ipergruppoi-
di cambisti o matroidali, ovvero verificanti I’assioma dello scambio:

e[AU{y}], x ¢[A]l = ye[AU{x}].

Ebbene, sotto certe ipotesi gli M, -ipergruppoidi sono matroidali, e cid ¢
quanto viene dimostrata nella seguente:

Proposizione 3.1. Se A appartiene al nucleo N, dell’azione ¢ di G su M
oppure ). ¢ di ordine finito q, allora:

1) Per ogni coppia (a, b) e M?, b e [a] = a < [b];
2) M, e un quasi-ipergruppoide matroidale.

Dimostrazione. 1) Se A € N,, M), & un ipergruppo tale che [A] = A, per ogni
sottoinsieme non vuoto A di M, e la dimostrazione di 1) e 2) & immediata.
Adesso, si supponga che A sia un elemento di G — N,, di ordine ﬁnito q.
Per il Corollario 2.4, per ogni elemento a € M;, siha [a] = {)J‘a} leseb
¢ un elemento di [a], allora esiste un intero k taleche 0 <k <g—1e b = rka.
Ora, se k = 0 sihaa = b e ovviamente a € [b], mentre se 0 < k < g — 1 si
ottiene @ = A9 %b € [b], in quanto 1 < g —k < g — 1. Pertanto, in entrambi i
casi, b € [a] implica a € [b] e il punto 1) ¢ dimostrato.
2) Siaxe[AU {y}]lex ¢ [A]
Se A =0,alloraxe[y]leperl)sihaye[x]=[AU{x}].
Se A # (4, applicando il Teorema 2.3 - 5), si ricava x € [A] U [y] con
x ¢ [A], percui siha x € [y] e per 1) siottiene y € [x] C [A]JU[x] = [AU{x}].

Proposizione 3.2. Per ogni elemento ) € G, si ha:
1) Se |M,| >1eXeN,,allora[{)] = @;
2) Se |M,| =1, allora M, = [{];
3) Se G non opera transitivamente su M, si ha [(] = 0.

Dimostrazione. 1) Per la Proposizione 2.2 - 3), per ogni coppia (a, b) di
elementi distinti di M;, siha [a] N [b] = {a} N {b} = @, quindi [@] = @.

2) Immediato, perche in M, non esistono sottoipergruppoidi propri.

3) Per ipotesi, esistono almeno due orbite e quindi esistono due elementi a e
b di M, tali che Ga N Gb = (. Del resto, si ha [a] N [b] C Ga N Gb, quindi
[a]l N [b] = ¥ e per conseguenza [(J] = .
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Teorema 3.3. Se G opera liberamente su M e A e un elemento di G tale che
nell’ipergruppoide M, si ha [#] = @, allora M, e matroidale se e solo se )\ ¢
di periodo finito.

Dimostrazione. Sia M, matroidale.

Se esiste un elemento a € M, tale che |[a]| = 1, allora {Aa} = aea = {a},
quindi Aa = a e di conseguenza A = lg, perché ¢ opera liberamente su M.
Dunque A ¢ di periodo finito.

Se per ogni elemento a € M, la cardinalita di [a] ¢ maggiore di 1, preso
belal e b # a, allora a € [b], perche b ¢ [#] = @ e M, ¢ matroidale.
Pertanto esistono due interi positivi m ed n tali che b = A"a e a = \"b,
per cui a = A" *"a e di conseguenza A" 1" = 1, cioe A ¢ di periodo finito.

Il viceversa ¢ conseguenza della Proposizione 3.1.

N

Osservazione. Se V # {0} ¢ un K -spazio vettoriale e K* ¢ il gruppo moltipli-
cativo di K, la restrizione a K* x V* dell’operazione esterna di V determina
un’azione di K* su V* = V — {0} e considerando un qualunque elemento A
di K*, sull’insieme V* si puo introdurre ’iperprodotto e definito negli M;-
ipergruppoidi, ottenendo cosi un V,*-ipergruppoide. In questo caso, le orbite dei
vettori v € V;* sono uguali agli insiemi (v)* dei vettori non nulli dei sottospazi
vettoriali (v) generati da v e lo stabilizzatore di v € costituito dalla sola 1, cio¢
K* opera liberamente su V*.

Proposizione 3.4. Se V ¢é un K -spazio vettoriale di dimV > 1 e A e un ele-
mento del gruppo moltiplicativo K* del campo K, allora nel V' -ipergruppoide
si ha [0] = 0.

Dimostrazione. Se v, w sono due vettori linearmente indipendentidi V, le due
orbite (v)* e (w)* sono distinte, quindi 1’azione di K* su V* non & transitiva e
per la Proposizione 3.2 - 3) si ha: [(] = @.

Teorema 3.5. Se V # {0} ¢ un K-spazio vettoriale e ) e un elemento del
gruppo moltiplicativo K* di K, allora il quasi-ipergruppoide V' é matroidale
se e solo se A e di periodo finito.

Dimostrazione. Per la Proposizione 3.1 basta provare I’implicazione =. Dun-
que si supponga M, matroidale.
Se dimV > 1, la dimostrazione ¢ conseguenza della Proposizione 3.4 e
del Teorema 3.3.
Se |K| = 2, ovviamente A = 1k e la dimostrazione ¢ conclusa.
SedimV =1e|K| > 2, si distinguono i due casi:
I) A non genera K*;
II) A genera K*.
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Nel primo caso si ha [@] = @. Infatti, se [] £ D e V = (v), preso w € [{],
per ogni elemento o € K* — {1g}, si ha: v # av e w € [v] N [@v]. Quindi
esistono due interi positivi m ed n tali che w = A'v e w = A"av, per cui
A — A"av =0, = A" e A genera K*, impossibile.

Pertanto si ha: [J] = 0, e il Teorema 3.3 assicura che X ¢ di periodo finito.

Infine, nel secondo caso, K € un campo con gruppo moltiplicativo K*
ciclico, pertanto K* ¢ ciclico finito e A ¢ un elemento di periodo finito.

Si osservi che il gruppo moltiplicativo K* di un campo K non ¢ isomorfo
al gruppo (Z, +). Infatti, in (Z, 4+) non esistono elementi diversi da 0 di periodo
finito, mentre nei campi K con Car K = p # 2 oppure Car K = 00, I’elemento
—1k ha ordine 2. Inoltre, se Car K = 2 e per assurdo K * & isomorfo a (Z, +),
il sottocampo primo P di K ¢ isomorfo al campo Z, e ogni elementoa € K — P
¢ trascendente su P. Pertanto, il sottocampo P(a) generato da a ¢ isomorfo al
campo K»[x] delle frazioni dell’anello Z,[x] e il gruppo moltiplicativo K,[x]*
di K;[x] ¢ ciclico infinito, perché € un sottogruppo di K*, impossibile.

Il prossimo teorema permette di costruire altre classi di ipergruppoidi
matroidali (anche non commutativi), ma prima si premette il seguente:

Lemma 3.6. Siano (A, B, C, D), h e k, rispettivamente, una quadrupla di
sottoinsiemi non vuoti e due sottoipergruppoidi di un M, -ipergruppoide, allora:

1) (AeB)e(CeD)=(Ae(C)e(BeD);

2) Per ogni intero positivo n, si ha \"h U A"k C h e k;

3) Se X\ e un elemento di periodo finito q, allora h e k é un sottoipergruppoide
diM, ehek=hUk.

Dimostrazione. 1) Applicando la Proposizione 2.2 - 1), & facile provare che
(AeB)e(CeD)=212AUAMBUMCUAMD =(AeC)e(BeD).

2) Per la Proposizione 2.2 - 1), si ha Ah U Ak = h e k e induttivamente,
supponendo A*h U A"k C h e k, per 1), si ha:

AT hUAT ek =A"h e A"k C (hek)e(hek)=(heh)e(kek)C hek.
3) Applicando 2) e il Teorema 2.3 - 2), si ottiene:
hUk=AhULXk Chek C[hUk]=[h]U[k]=hUk

equindi[h Ukl =hUk=hek.
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Teorema 3.7. Sia (H, o) un ipergruppoide ed m un intero > 2 tale che per ogni
x € H e per ognin > m si ha:

H=(--(xox)ox)o---)ox, con x ripetuto n volte.

Se A e un elemento di G di ordine finito q, nell’ipergruppoide prodotto
(H x My, ®) si ha:

1) [(x,y)] = H x [y], per ogni coppia (x, y) € H x M, ;

2) Per ogni sottoipergruppoide S di H x M, esiste un sottoinsieme non vuoto
Adi M, taleche S = H x [A];

3) Duxm, = H X By, s

4) Per ogni coppia (S1, S») di sottoipergruppoididi H x M, siha S1 ® S, =
S] U Sz,'

5) H x M, ¢ matroidale.

Dimostrazione. 1) Se («, B) ¢ una coppia di elementidi H x [y], esiste n € N*
tale che B8 = A"y. Certamente si pud supporre n > m (se m < n, preso k
tale che n’ = n +kq > m, siha: B = A"y = A"y), quindi B appartiene
all’iperprodotto (- - - ((y e y) @ y) @ - - -) @ y, con y ripetuto n + 1 volte.

Ora,posti P =(---((xox)ox)o--Joxe Q=(--((yey)ey)e--)ey,
con x e y ripetuti n + 1 volte, si ottiene P = H e

(@.p)eHxQ=PxQ0=((x, N, )X, y)®--) B (x, y).

Pertanto («, B) € [(x, y)] e U'inclusione H x M, C [(x, y)] & dimostrata.
L’inclusione inversa [(x, y)] C H x [y] & ovvia, perche (x, y) € H x [y] e
H x [y] & un sottoipergruppoide di H x M,,.
2) Sia S un sottoipergruppoidedi H x M, ed A I’insieme seguente:

A={yeM,|3IxeH:(x,y)eS}

L’insieme A ¢ non vuoto perche S stesso € non vuoto, e per ogni elemento y € A
si puo fissare un elemento x, € H tale che (x,, y) € S.
Ora, applicando 1) e il Teorema 2.3 - 6), si ha:

Hx (Al =H x (Jul) = J# x 1 =iy, mic s

yEA yeA yeA

quindi
HXx[A]CSCHxACH x[A],

e la dimostrazione di 2) ¢ conclusa.
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3) Se [Py, = D e [Dluxm, # 9, per 2), esiste un sottoinsieme non vuoto
A di M, tale che [@]gxm, = H x [A]. Del resto, per ogni sottoinsieme 7
di M,, I'insieme H x T ¢ un sottoipergruppoide di H x M, per cui si ha
H x [Al =[Dluxm, CHxTeACT.

Pertanto ’insieme A ¢ contenuto in tutti i sottoipergruppoidi di M, e
[D1pm, # 9, impossibile.

Dunque, se [@]y, ¢ vuoto, anche [@] g «u, € Vuoto.

Adesso, si supponga [@]y, # 9. In questo caso 'insieme H X [(]y, ¢
un sottoipergruppoide di H x M, e per ogni sottoipergruppoide S di H x M,
esiste un sottoinsieme non vuoto A di M, tale che S = H x [A]. Pertanto
H x [Py, C H x [A] = S e per definizione H X [D]y, = [Dluxm, -

4) Se S e S, sono due sottoipergruppoidi di H x M, e A;, A, sono due
sottoinsiemi non vuoti di M, taliche S} = H x [A;] e S, = H x [Ay], per il
Lemma 3.6 - 3), si ha:

S1® S =Hx[ADQH x[A]) =HoH x[A]e[A]=
=H x ([A]U[A]) = H x[A]]UH x [A] =85 US,.

5) Sia(x,y)e[XU{(z,w)}]le(x,y)¢[X].Se X =0, siha

x,yelzw]l=Hx[wlex,y) ¢ [Dluxm, = H X [D]n,,

quindi y € [w] e y ¢ [@]y, e di conseguenza w € [y] e (z, w) € H x [w] =
[(z, w)] = [X U {(z, w)}].

Se X # @, per 1), 2) e 4), esiste un sottoinsieme non vuoto A di M, tale
che (x,y) € [X U{(z, w)}] = [X]U [(z, w)] = (H x [A]) U (H x [w]), con
(x,y) ¢ [X]= H x [Al.

Dunque y € [w] C [A U {w}] e y ¢ [A], ed essendo M, matroidale, si
ricava w € [y] e di conseguenza

(z,wye H x [yl =[x, )] C [XTU[x, )] =[XU{(x, )}

4. Difetto in un M, -ipergruppoide.

Nei prossimi teoremi verranno determinate delle condizioni affinche il
difetto di un sottoipergruppoide [A] generato da un sottoinsieme non vuoto A
di M, sia ottimo.
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Teorema 4.1. Sia A un sottoinsieme di M, di cardinalita |A| > 2 tale che
A ¢ Stab(A) e tale che esiste un elemento b di A non appartenente all’orbita
Ga di ogni altro elemento a di A—{b}. Se l’insieme S = {r e N—{0,1} | Jace
A: A € Stab(a)} ¢ non vuoto ed é tale che \™"5 e Stab(A), allora c4 = min S
e il difetto di [ A] e ottimo.

Dimostrazione. Sia minS = m e b un elemento di A non appartenente
all’orbita Ga di ogni altro elemento a € A — {b}. Ovviamente si ha m > 1
e inoltre:

m—1

m m—1

—mtl ko K ma _ K _ZlUA"™

A _UAA_<UAA)UA A_(UAA)UA_A UA
k=1 k=1 k=1

quindime Cy e cy < m.

Se c4 = 1, allora A ¢ un sottoipergruppoide di M, tale che A™ € Stab(A),
e per la Proposizione 2.2 - 4), si ha A € Stab(A), impossibile. Dunque 2 < ¢4 <
m. Applicando il Teorema 2.3 - 1) - 2) - 3), si ottiene:

CA—l

AAACAYT cA'UAY = U AFA,
k=0

e quindi esistono un intero r ed un elemento a € A taliche 0 <r <cy —1le
A¢4b = A" a. Del resto, per ipotesi, I’elemento b non appartiene all’orbita Ga di
ogni altro elemento a di A — {b}, quindia = b, A 7"a =aecy —reS,ed
essendo m = min S siottienem < cy —r < cu, dunque m = c4.

Infine, per ogni n > m, poston = mg +r con0 < r < m, si ha
A"TA = A"A"1A = A" A ed applicando il Teorema 2.3 - 1) - 2), si ricava:

n m—1
AT = Ya=Jra=
k=1 k=0
m—1
:AU(UA"A) —A'ua"c| |a"
k=1

Pertanto, perognin > m = ca,sihan e Cy,quindi Ny ={0,1,...,ca—
1} ecyp=my + 1.

Corollario 4.2. Se A e un elemento di G — {15} di ordine finito q ed A é un
sottoinsieme di M, tale che |A| > 2 e per ogni a € A si ha [A]NStab(a) = {15},
allora:
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1) Se esiste un elemento b di A non appartenente all’orbita Ga di ogni altro
elemento a di A — {b}, allora cx = q e il difetto di [A] e ottimo;

2) Se per ogni coppia di elementi distintidi A si ha: GaNGb = @, allora [ A]
e unione disgiunta degli insiemi MAconke{0,1,2,..., q — 1} e se 'insieme
A é finito si ha: |[A]] = ql|A].

Dimostrazione. 1) Se A € Stab(A), allora AA = A ed esiste un elementoa € A
tale che b = Aa, impossibile percheé b non appartiene alle orbite Ga di ogni
altro elemento a € A — {b} e A # 1. Dunque A ¢ Stab(A).

Del resto, I'insieme § = {r e N — {0, 1} | Ja€ A : 1" € Stab(a)} & non
vuoto perche A = 1, e il minimo di S € ¢ in quanto [A] N Stab(a) = {15}, per
ogni a € A.

Dunque sono soddisfatte tutte le ipotesi del Teorema 4.1 e per conseguenza
q=cyp=my+ 1.

2) Per il Teorema 2.3 - 4), si ha [A] = Z;& XX A. Inoltre se esistono due
interir ed s taliche 0 < s <r <g—1e X ANA*A # §, allora esiste una
coppia (a, b) di elementi di A tali che A"a = A*b, dunque Ga N Gb # P e di
conseguenzaa = b e A"~° = 14, impossibile perche ’ordine di A ¢ ¢.

Infine, per ogni k € {0, 1, ..., g — 1}, I’applicazione f : A — Ak A tale
che f(a) = A*a, per ogni a € A, & biunivoca, quindi |A| = |A*A| e se I’insieme
A ¢ finito si ha |[A]| = q]|A].

Osservazione. Se V # {0} ¢ un K -spazio vettoriale, I’azione determinata dalla
restrizione a K* x V* dell’operazione esterna di V ¢ tale che lo stabilizzatore
di ogni vettore v € V* ¢ costituito dalla sola 1g e ovviamente, per ogni A € K*,
si ha: [A] N Stab(v) = {1k} oppure [1] N Stab(v) = @ a secondo che A ¢ 0 non ¢
di periodo finito. Inoltre, se v e w sono due vettori linearmente indipendenti, le
rispettive orbite (v)* e (w)* sono disgiunte e se A € un elemento di K* di ordine
finito ¢ # 1 ed A ¢ un sottoinsieme libero di V' di cardinalita |A| > 2, allora
sono soddisfatte tutte le ipotesi del Corollario 4.2 ed [A] ¢ unione disgiunta
degli insiemi A*A con ke {0,1,...,q — 1}.

Con dimostrazione analoga a quella del Teorema 4.1 si dimostra il seguente

Teorema 4.3. Se A ¢ un elemento di G di ordine finito q ed a é un elemento di
M, tale che A ¢ Stab(a), allora c, = min{r € N* | A" € Stab(a)} =m, + 1 el
difetto di [a] ¢ ottimo

Immediata conseguenza del Teorema 4.3 ¢ il seguente:

Corollario 4.4. Se )\ ¢ un elemento di G di ordine finito q ed a é un elemento
di M, tale che [)] N Stab(a) = {14}, allora c, = q, il difetto di |a] ¢é ottimo e
llall =gq.
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Corollario 4.5. Se A ¢ un elemento di G di ordine finito q ed A é un sottoin-
sieme finito di M, tale che A ¢ | J,. , Stab(a), allora posto m = max{c,}aea, si
ha: [A] :Zl UZmH ecy <m+1.
Dimostrazione. Per la Proposizione 1.2 e il Teorema 4.3, per ogni elemento
a € A e per ogni intero i > 1,si ha [a] = U, a* = U @*, quindi
[a] = Zfll a* perche my, <m <m+ 1.

Del resto, applicando il Teorema 2.3 - 1) - 2) - 5) - 6), si ottiene:

m—+1 m
(1= Utar = JJah = UJ (Uva)) =
acA acA k=1 acA k=0
m m
= UA"A:AU(UA"A) —a'uamtt,
k=0 k=1
Infine, At C [A] = Aluant = ZQJZ", dunque m +1e€Cy e

ca<m+1.

5. Gruppi cambisti.

Negli articoli [8] e [9], utilizzando la nozione di sottoipergruppo chiuso,
sono stati definiti e studiati gli ipergruppi cambisti ed ¢ stata introdotta la nozio-
ne di epimorfismo proprio, che ha permesso di stabilire le relazioni esistenti tra
le dimensioni di un ipergruppo H e dell’ipergruppo quoziente H /h con h sotto-
ipergruppo di H invertibile e invariante. Del resto, considerato il cuore wpy di
H, per il Teorema 2.10 di [9], anche la proiezione canonica dell’ipergruppo H
sul gruppo quoziente H /wpy € un epimorfismo proprio, dunque ¢ importante co-
noscere la struttura dei gruppi cambisti per poter caratterizzare i sottoipergruppi
parti complete di H e lo stesso ipergruppo cambista H .

Su questo argomento ¢ stato dato un primo contributo nell’articolo [8], in
cui si ¢ osservato che I’ordine di ogni elemento x di un gruppo cambista G ¢ un
numero primo e si sono dimostrati i risultati seguenti:

1) Se G e un gruppo abeliano, G ¢ cambista se e solo se, per ogni x €
G — {1g}, Uordine di x é un numero primo.
2) Tutti i gruppi abeliani cambisti sono isomorfi ad una somma diretta del
tipo ®ic1 Cp (i), dove C,(i) e il gruppo ciclico di ordine p.
Adesso si dimostrano alcune proprieta che permettono di caratterizzare,
in particolare, i gruppi cambisti finiti € non abeliani, ma prima si osservi che
in questo paragrafo verranno utilizzate le stesse notazioni considerate in [8],
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pertanto (A) indichera il sottogruppo generato da un sottoinsieme A di G e
ovviamente G ¢ cambista se:

xe(A,y), x ¢ (A) => ye (A, x).

Osservazione. Se p e g sono due primi tali che ¢ divide p—1, allora nel gruppo
moltiplicativo Z7 del campo Z), esiste un elemento 72, con I < n < p — 1,
di ordine ¢ e quindi nY = 1 mod (p). Inoltre, se N ¢ un gruppo abeliano
di esponente p (cioe tutti gli elementi di N hanno ordine p), I’applicazione
o : N — N tale che a(x) = x", per ogni x € N, ¢ un automorfismo di N di
ordine ¢, perché af(x) = x™ = x, e si pud considerare il gruppo G ottenuto
come prodotto semi-diretto () x; N, dove j : (@) — Aut Né I'immersione di
(o) nel gruppo degli automorfismi di N. In tale gruppo ogni elemento x # 1
ha ordine p oppure g, perche tutti gli elementi di G di ordine p stanno in N
e non centralizzano nessun elemento di G — N, inoltre tutti i sottogruppi di N
sono normali in G, perche «®*({x)) = (x), per ogni x € N e per ogni o* € («).

Si dimostra il seguente:

Teorema 5.1. Se N ¢ un p-gruppo abeliano finito di esponente un primo p,
allora il gruppo G = (a) x; N é un gruppo cambista (non commutativo).

Dimostrazione. Si incominci a provare che per ogni sottogruppo S di G e per
ognix e Gsihal[(S,x):S]e{l, p,q}.

Se x = 15 oppure S = G, ovviamente si ha [(S, x) : §] = 1. Allora, siano
x#l1lgeS#G.

Se S ¢ un sottogruppo di N, allora S ¢ un sottogruppo normale di G e si
ha (S, x) = S(x), quindi

sl
SN (x)

S(x))

[(5.3): 8] = | =

e [(S, x): S]divide [(x)| € {p, g}. Dunque [(S, x) : S]€ {1, p, q}.
Se S non ¢ contenuto in N, allora contiene almeno un elemento w di ordine
q e si possono distinguere i due casi:
D )= p, (w)| =q;
2) [(x) =Kw)l =gq.
Nel primo caso si ha x € N, quindi (x) ¢ un sottogruppo normale di G, per
cui (S, x) = S{x)elindice [{(S,x): S]=[{(x): (SN {x)]e({l, p}.

Nel secondo caso, i due sottogruppi (x) e (w) sono coniugati, perche g-
sottogruppi di Sylow di G, quindi esiste y € N tale che (x) = y~(w)y.
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Delresto y 'wy e y " (w)y = (x) e y"lwy # 15, dunque (x) = (y~lwy)
e quindi si ha (x) C (w, y) C (S, y),cioe (S, x) C (S, y).Inoltre, per il caso
(D), [{S, y) : S] {1, p} e I'uguaglianza [(S, y) : S] = [(S,x) : SJ(S, y) :
(S, x)]porge [(S, x): ST€ {1, p}.

Dunque, in tutti i casi, si ottiene [(S, x) : S]€ {1, p, q}.

Infine, per ogni sottoinsieme A di G e per ogni coppia (x, y) € G tale
chex e (A, y)ex ¢ (A),siha (A) C (A, x) C (A,y),con (A) # (A, x) =
((A), x) e (A) # (A, y) = ((A), y). Pertanto, essendo [(4, y) : (A)] € {p, g},
sihaye (A, y) = ((A),y) = ((A), x) = (A, x) e il gruppo G ¢ cambista.

Lemma 5.2. Se G ¢ un gruppo cambista, per ogni coppia (x, y) di elementi di
G — {1} tali che x ¢ (y), si ha che {y) ¢ un sottogruppo massimale in (x, y).

Dimostrazione. Sia S un sottogruppo di (x, y) tale che (y) C § C (x,y) e
(y) # S. Per ogni elemento a € S — (y) sihaa € (x,y) e a ¢ (y), per cui
x €{a, y)equindi (x, y) = {(a,y) C S C (x, y). Dunque S = (x, y).

Proposizione 5.3. Se G ¢ un gruppo cambista finito e nilpotente, allora G e
abeliano.

Dimostrazione. Sia (x,y) € G*. Se {x,y} N {1g} # ¥ oppure x € (y), si
ha subito xy = yx. Allora, sia {x,y} N {lg} = @ e x ¢ (y). Siccome G
¢ cambista, si ha y ¢ (x) e per il Lemma 5.2 i due sottogruppi (x) e (y)
sono massimali in (x, y). Del resto, (x, y) ¢ nilpotente, perche¢ lo ¢ G, e la
massimalita di (x) e (y) comporta la loro normalita in (x, y). Inoltre si ha
(x) N (y) = {1g}, perche x ¢ (y) e (x), (y) sono di ordine primo, quindi
x(yx~ly™h = Gyx Hy e (x) N (y) = {1g}, dunque xyx~'y~! = Ig e
Xy = yx.

Lemma 5.4. Sia G un gruppo cambista, allora:

1) Y(x,y)e G?>—{(1g, 1)} tale che y ¢ Ng({x)), si ha y € (x, y~lxy);
2) Se H e un sottogruppo abeliano di G, allora Ng(H) C Ng({x)), per ogni
xeH.

Dimostrazione. 1) Se x € (y~'xy) si ha (x) = (y~'xy). Supponendo |(x)|
qg,perognine{0,1,...,qg — 1}, esiste m € {0, 1,...,qg — 1} tale che x" =
(y~'xy)" = y~'x™y, dunque yx" = x™y e y € Ng({x)), impossibile.

Pertanto x ¢ (y~'xy) e x € (y~'xy, y), e per I’assioma dello scambio
ye(y lxy, x).

2) 1l risultato ¢ ovvio se x = 1, per cui si supponga x € H — {lg} e

y € NGg(H).

Se y € H, allora si ha subito y € Ng({x)), in quanto x € H e H ¢ abeliano.
Mentre, se y € Ng(H) — H e y ¢ Ng((x)), allora si ottiene y " 'xye y 'Hy =
H e per 1) siricava y € (y~!xy, x) C H, impossibile.
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Osservazione. Se G ¢ un gruppo cambista finito e non abeliano, allora, per
la Proposizione 5.3, G non ¢ nilpotente, dunque non € un g-gruppo e percio
esistono almeno due primi distinti che dividono I’ordine di G.

Teorema 5.5. Siano G un gruppo cambista finito e non abeliano, q ¢ il minimo
primo che divide 'ordine di G e Q un g-sottogruppo di Sylow di G, allora
esiste un sottogruppo normale N di G taleche G = QN e QNN = {15}.

Dimostrazione. Q ¢ nilpotente perche ¢ un ¢ gruppo finito, ed applicando la
Proposizione 5.3 e il Lemma 5.4 - 2), si ottiene Ng(Q) C Ng({x)), per ogni
x € Q. Dunque, per ogni y € Ng(Q),siha y~lxyey Hx)y =y 'y(x) = (x),
quindi esiste n € {0,1,...,g — 1} tale che y~'xy = x", per conseguenza
y4~'e Cg(x) (ex. 20, Cap. 1 di [14]).

Del resto ¢ ¢ il minimo primo che divide I’ordine di G, quindi (¢ —
1, |G]) = 1, percio esistono due interi r ed s tali che (¢ — 1)r + |G|s = 1.
Pertanto y = y~Dr+lGls = y(@=Dr ¢ C(x), cosi si & dimostrato che, per ogni
coppia (x, y) € Q X Ng(Q), siha: yx = xy, cioe Q C Z(Ng(Q)).

Infine, per il teorema di Burnside sui complementi normali (Teorema 39.1
di [1]), esiste un sottogruppo normale N di G taleche G = QN e QNN =

{1g}.
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