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ESISTENZA DI SOLUZIONI PER UNA DISEQUAZIONE
ELLITTICA QUASILINEARE DERIVANTE
DA UN PROBLEMA DI FRONTIERA LIBERA

ANNA MARIA ROSSI

In this work we prove the existence of (at least) one solution of the

inequality:
{ a(,v—u)+Il(u,v—u)>0 foranyve Mu°)
ueMu®)N L®(Q)

where M(u°) = {ve H"3() : v = u® on 't and v < u° on I'°},
a and [ are non linear forms, whose coefficients satisfy Carathéodory’s
conditions and suitable growth’s assumptions, ' and I'° are parts of 9.
The above introduced inequality represents a mathematical generalization of

a free boundary problem studied in [1], where, in the same space M (u°), the
author looks for solutions of :

/ k(u)V(v — u)a(-)(Vu + e(-,u))dx > 0 forany v e Mu°®),
Q

where e is bounded and satisfying Carathéodory’s conditions, k piecewise
continuous, bounded and not negative, a bounded and uniformly elliptic.

Entrato in Redazione il 5 maggio 1997.
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Introduzione.

La disequazione studiata in questo lavoro rappresenta la generalizzazione
matematica di un problema di frontiera libera studiato in [1], dove ¢ trattato,
nel caso stazionario, il flusso di un fluido incomprimibile attraverso un mezzo
POroso non omogeneo.

Assegnati Q2 C R" aperto, limitato e connesso con frontiera lipschitziana,
S = S°US™ relativamente aperto in 92, u° € H'"2(Q)NL>*(RQ), k : R — R non
negativa, limitata e continua a tratti, e : 2 x R — R”" limitata e soddisfacente
le condizioni di Carathéodory, a : Q — R misurabile, limitata ed ellittica,
e definito M(u°) = fve H"*(Q) : v = u°su ST e v < u° su §°}, in [1] si
determina I’esistenza di u € M (u°) che soddisfi:

/ kw)Vw —uw)a(-)(Vu + e(-, u))dx >0 per ognive Mu°).
Q

In questo lavoro, se

a(u,v) = /Q { 2”: a; j(-, u)o;ud;v + Xn:bi(', u)vo;u +
i=1

ij=1

+ Xn:ci(', wud;v + d(, u)uv} dx

i=1

ed .
l(u,v):fg{;ﬁ(-,u)aiv}dx,

sapendo che a; ;, b;, c;,d, fi : @ xR — R (i,j = 1,...,n) sono funzioni
di Carathéodory, tali che per q.0. x € €2, per ogni t € R, per ogni £ € R"

> oaij(x, 0)EE > vIE|*, conveRy, |a; j(x, )| < nperognii, j=1,...,n,
i, j=1

con n € Ry, |fi(x,s)] < C,(x) + by|s|*? per ogni i = 1,...,n, con
p €2, 00[N]n — 2, o[, b, € Ry e C, opportuno, si prova che il problema:

’

{a(u, v—u)+Ilu,v—u)>0 perogniveMu®)
ue M®u®) N L)

ammette soluzione.

Si considera dapprima un problema linearizzato associato, di cui si dimo-
stra esistenza ed unicita della soluzione. Definita quindi un’opportuna applica-
zione ® : M(u°) — M(u°), che soddisfa le ipotesi del teorema del punto fisso
di Schauder, si giunge al risultato desiderato.
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Desidero ringraziare il Prof. P. Oppezzi con il quale ho discusso i risultati
del presente lavoro.

0. Notazioni e preliminari.

Nel corso del lavoro, Q2 denotera un aperto limitato di R*,n > 2, con
frontiera 02 lipschitziana (nel senso della Def. 1.3, Cap. 1 di [5]). Intenderemo,
a meno di esplicita menzione, che ogni uguaglianza tra funzioni di H'"2(RQ2) su
sottoinsiemi di frontiera regolari sia intesa come uguaglianza delle rispettive
tracce e, se I1 C 0€2, denoteremo con mis I1 la misura (n-1)-dimensionale.

Per ogni u € H"*(Q) indicheremo con d;u la derivata rispetto alla j-esima
variabile nel senso delle distribuzioni e con Vu = (du, ..., 0,u).

Definizione 0.1. Siano I' C 92, I" aperto in 32, I'" non vuoto e relativamente
chiusoin ', T'° =T\ I't ed u° € H'*(Q) N L>(L). Definiamo:

Mu®)={veH" Q) :v=u’sul"ev <u®sul®}.

Osservazione 0.2. Notiamo che M (u°) risulta un sottoinsieme chiuso, conves-
so e non vuoto di H2(Q).

Definizione 0.3. Siano u, v € H'*(Q). Definiamo la seguente forma non linea-
re:

0.3.1) a(u,v)= / { Z a; j (-, u)o;ud;v + Zbi(" u)vo;u +
2 i=1

ij=1

+ Xn:ci(', wud;v + d(, u)uv} dx,

i=1
ove a;j,bj,ci,d, fi + QxR — R @G j = 1,...,n) sono funzioni di
Carathéodory. Supponiamo inoltre che:
esista v € R, tale che per q.o0. x € 2, per ogni t € R, per ogni £ € R":

(03.2) D aij(x, D& = vIEP;
i, j=1
esista n € R, tale che per q.0. x € Q, perogni t € R, perognii, j =1, ..., n:

0.3.3) la; j(x, D) < n;
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esista p € L"(2) tale che per ogni t € R e per ogni i € N:
0.3.4) bi(x, )] < p(x);

esista w € L"(2) tale che per ogni t € R e per ognii € N:
0.3.5) lci(x, D] < w(x);

esista x € L"/?(Q) tale che per ogni t € R:

0.3.6) ld(x, )] < x(x).

Per quanto assunto, la (0.3.1) definisce un funzionale
a:H"(Q) x H"*(Q) —» R.
Osservazione - Definizione 0.4. Notiamo che se
i QxR—>R (@(G(=1,...,n)
sono funzioni di Carathéodory e
0.4.1) | fi(x, )| < Cyo(x) 4+ b,ls|?’P  con pe[2, oo[N]n — 2, oof

per q.0. x € R, per ogni s € R, con b, € Ry, C, € L"/""2(Q) se n > 2,
C, € L®(Q) se n = 2, allora fi(-,u) € L*(Q) per ogni u € L* (), ove
1/2* = 1/2 — 1/n, tenendo conto che, se n > 2, si ha che

4
— < 2%
p

> 2e

Risulta quindi ben definito il funzionale [ : H'*(Q) x H'*(Q) — R tale
che:

0.4.2) l(u,v):/ {Zﬁ(~,u)8iv}dx per ogni u, v € H Q).
L

Lemma 0.5. Sia V un sottospazio chiuso di H'*(Q) tale che H,}’Z(Q) cVcC
HY2(Q) con |u|y = |u| 12y, a la forma bilineare su ' V-x V:

a(u, v):/ { Z ai,jajuaiv—l-Zbivaiu+Zciu8iv+duv}dx,
QU5 , ,
i,j=1 i=1 i=1

con a;j € L*(Q), b;,c; € L"(2), d € L"*(Q) (i,j = 1,...,n). Esistono
allora k e A, > 0 tali che per ogni A > A,:

(0.5.1) a(u, u) + Mu, u) 2 > klul%/ perogni ueV.
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Dimostrazione. Per la Proposizione 4.6 di [4] segue la tesi, notando che se Q2 ¢
aperto limitato con 92 lipschitziana, allora ¢ di tipo (S), come richiesto da tale
proposizione.

Lemma 0.6. Siano A un aperto di R" con frontiera lipschitziana, V = {u €
H'"2(A) : u = 0su A C dA, A chiuso}, con norma | - |y = | - |gxg), K
un convesso chiuso di V, d : V x V — R una forma bilineare continua e
supponiamo che esistano «, B, y forme bilineari continue su V x 'V tali che per
ogniu,v,wevV:

0.6.1) d=oa+B+y

0.6.2)  a(u,v) =a(v,v) se dudjv =0;vijv q.o.in A,i,j=1,...,n
(0.6.3) esista L € Ry per cui o(u,u) > ;Lqulg’A

(0.6.4) B, v) = B(w,v) se voju=vo;w q.o.in A,i =1,...,n

(0.6.5) |B(u, v)]| < @(m(supp Vu))luly|vly,

ovem : L — [0, 00] (L e la o-algebra degli insiemi misurabili Lebesgue in A)
e una misura assolutamente continua rispetto a quella di Lebesgue, m(A) < oo
e ¢ : [0, co[— [0, oo é una funzione strettamente crescente e continua in 0,
con p(0) = 0.

(0.6.6) y(u, v) > r/ uvdx se uv >0 q.o0.in A, teR,.
A

(Se A ¢ limitatoe K C H'2(A) si potra indebolire la (0.6.6) sostituendola con.:
0.6.6") y(u,v) > 0).

Allora,se T eV eseuec Kg ={veK : |vly < R}, Re[0,0], ¢ la
soluzione di:

0.6.7) d(u,u —v) <(T,u—v) perogni ve Kg e

(0.6.8) u—usek, s=1,...,r,

ove ug e la funzione associata ad u nel Lemma 1.1 di [2], con { = (p‘l(%), Si
ha:

(0.6.9) luly <0|T|y,

con 0 = %(2(1/0”‘(A)Jrl — 1), ove § = min(u, 7) se K C H"“2(A) oppure se A
non e limitato, mentre § = | se K C H{}’Z(A) ed A ¢ limitato.
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Dimostrazione. Si verifica come nel Teorema 1.3 di [2] che u — uy, € Kg e
quindi per (0.6.7) si ha: d(u, uy) < (T, us),s =1,...,r, dacui:

|T|V’|MS|V = |<T’ us)l > a(u’ us) - O‘(uw us) +
+ B+ .. A ug, ug) + YU, ug) >
> | Augl3 4 + Tlugl3 4 — @(m(supp Vuy)) ugly —

s—1

— > @(m(supp Vuey)) lu |y |us v,

t=1

per (0.6.1) — (0.6.6) e (1.6), (1.7), (1.8) del Lemma 1.1 di [2] (Se A ¢ limitato si
usa (0.6.6”) in luogo di (0.6.6) e la disuguaglianza vale con t = 0). Si ottiene
cosi:

S S s—1
2
Ty usly = Eluslv —3 E el |usly
t=1

per (1.5) del Lemma 1.1 di [2].
Allora:

s—1

2 2
usly < SITly+ Y lunly < 2715 T e,

t=1

ove la seconda disuguaglianza si pud dimostrare per induzione su s.
Usando ora la (1.9) del Lemma 1.1 di [2], segue:

: 2
july < D lusly < @ = DSITly < 01Ty

s=1

Teorema 0.7. Siano a,V, K, A come in 0.6, A limitato, esista ). € R tale che
perogniucV:

(0.7.1) GG, u) + A, )2y = klulziog,.  keRy

e per ogniv € K siabbiav—v,€K,s =1,...,r, dove vg sono le funzioni
associate a v nel Lemma 1.1 di [2]; allora, se T € V', esiste una soluzione
uekKdi:

0.7.2) a(u,u —v) < (T,u—v) perogni veK,

e per essa vale (0.6.9).
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(Teorema 1.4 di [2]).

Teorema 0.8. Siano a,V, K, A come in 0.6, per ogni vy, v, € K e per ogni
k > 0 si abbia:

0.8.1) v — (v — )P ek,
(ove (v] — v2)® & la funzione associata a v; — v, nel Lemma 1.1 di [2]), allora,

se T € V', esiste al pii una soluzione di (0.7.2).

Dimostrazione. E la stessa del Teorema 3.1 di [2] salvo la scelta del k nel corso
della dimostrazione. Nelle nostre ipotesi, se u; # u,, u; soluzioni di (0.7.2),
i =1,2,s1a0 < 2k < |u; — Uzl 4 © tale che (p(m(A(”];—”Z, k, oo))) < % ove
siintenda | oo 4 =00 se u; —uy ¢ L°(A)e,seveV, A(lv,k,h) ={xcA:
k < |v(x)| < h, Vu(x) # 0}. Tale scelta di k ¢ possibile perche ¢ ¢ continua in
0e () =0.

1. Teorema di esistenza.

Nel corso di questo paragrafo determineremo 1’esistenza di una soluzione
ue M) N L*®(RQ) di:

(1.0.1) aw,v—u)+Il(u,v—u)>0 per ogni v e M(u®),

ove a, definita in 0.3, soddisfa le condizioni (0.3.2) — (0.3.6) ed [/, definito in
0.4, soddisfa la condizione (0.4.1).

Teorema 1.1. Siano T't,T'°, u° come in 0.1, a come in 0.3, | come in 0.4,
allora, se w € M(u°), definite:

(1.1.1) aw(u,v):/ { Zai,j(-,w)ajuaiv—l—Zbi(-,w)vaiu—i-
Q

i,j=1 i=1

+ Xn:ci(-, w)ud;v +d(-, w)uv} dx,

i=1

(1.1.2) lw(v)zf{Zﬁ(-,w)aiv}dx,
iz
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se esiste Cy € Ry, tale che valga:

(1.1.3) /{Zci(-,w)ai(p—i-d(-,w)(p}dxz
25

2C1/<pdx perogni € CY(Q), >0,
Q

esiste almeno una soluzione di:
{ ay(u,v—u)+1l,(v—u)>0 perogni ve M(u°)

(1.1.4) u e M)

Dimostrazione. Sia K = {ve H'"2(Q) :v=w —u°, we Mu°)} = {ve
H'"2(Q):v=0sul'", v <0suTl°}, che risulta un insieme chiuso e convesso
di H"2(2); vediamo che esiste almeno una soluzione di:

ay(Y,v—vY)+a,w®,v—y)+1L,(v—9¥)>0 perogniveK
Yvek

Infatti se indichiamo con:

O‘w(ua U):/ Zai,j(',w)ajuaiv}dx,
Q

ij=1

(1.1.5) {

Bu(u, v) = / > b, w) = el w)]vaiu} dx,
Q

i=1

YU, v) = / Zci(~, w)[ud;v + vo;u] + d(-, w)uv} dx,
Q

i=1

tenendo conto che:

[Buw(u, v)| <

. n/2 1/n
< S[/ (Z 1Di(-, w) — ¢ (-, w)|2) dx] o] 2oy 1] 12,
suppvu i

ove S indica la costante di Sobolev, per a,, sono verificate le ipotesi (0.6.1) —
(0.6.6) del Lemma 0.6, definendo:

o(m(E)) = S(m(E))"" =

= S[/ (2": |b;(-, w) — ¢;(-, u))|2)n/2 dx]l/n perogni E € L.
E o
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Inoltre, con le stesse notazioni del Lemma 1.1 di [2],se u € K, r € Z, ed
s=1,...,rsihacheu —u;e K,perognis =1,...,r.

Percio per 0.7 esiste almeno una soluzione ¥ di (1.1.4) in quanto per 0.5 vale
(0.7.1) e, posto 6 = min(v, Cy), per essa vale:

2
[V o) < 0IT|y = 3(2(1/<)m(9)+1 — DIT|y,

essendof = ¢~ '($)e
T(v) = —a,(u°, v) - f ) fit-, w)div} dx.
iz

Quindise n > 2, ve H"*(Q), [v|gi2q) < 1:

T =l 0+ [ (L 1hewr) (L ioer) dx <
i=1 i=1

< mn|Vu®la| Vol + Valplialvlr o Vu®l.o + vValol.olu®lr o Vol2o+
1/2
+ Xzl elvlo + f PCo() + by PP dx) ol <
Q

< Plgrae[[u®lm2@inn + Svnlplue + Valole + S2x 2.0} +
+/n|Colaq + ﬁbo|w|§{’[7Q|Q|[n([7—2)+4]/2np]
da cui:
ITlv: < || xeylnn + Sl + Vilolug + Slxlu2.)} +
+ Vn(Cola.0 + b,,|w|§ff’9|Q|[n(p—2)+4]/2np)'

Se ora & € M(u°), poiché § —u° € K, postou = v —u® € M(u°), da (1.1.5)
segue:
ay(, & —u)+1,(E—u) >0 per ogni & € M (u°).

Abbiamo quindi trovato almeno una soluzione u di (1.1.4) per cui vale:

2
(LL6) [ulmag) = 5@V = D[l ooy lnm + S(/nlpluo +

F V1@l +S1X /2,20 V1 Cola, o w5 i | QU P =D H200) L 40 1.

Teorema 1.2. Sotto le stesse ipotesi di 1.1 la soluzione di (1.1.4) é unica.
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Dimostrazione. Per ogni k > 0, se vy, v; € K, insieme definito in 1.1, con le
notazioni di 0.8, si ha: v; — (v; — v2)® € K, allora per 0.8 esiste al piti una
soluzione v di (1.1.5), da cui si ha 'unicita della soluzione u di (1.1.4).

Definizione 1.3. Sia a una forma bilineare continua su uno spazio di Banach
separabile B, diciamo che a ¢ pseudomonotona se per ogni successione (v; );en
con {v;}ieny C B, v; — 0 e tale che lim sup; a(v;, v;) <0, si halim; a(v;, v;) =
0.

Teorema 1.4. Siano T't, u°® come in 0.1, misT+ # 0, V = {u € H"¥(Q) :
u =0sulT}, we Mu®),a, come in (1.1.1) e valga (1.1.3), allora a,, ¢
pseudomonotonain 'V .

Dimostrazione. Sia w € M(u°®). Per le ipotesi (0.3.4), (0.3.5), (0.3.6) e per il
Lemma 3.1 di [6], per ogni ¢ > 0 esistono b}, ¢}, d" € L™(Q), b/, ¢! € L"(Q2),
d"e LY*(Q),i = 1,...,n, tali che per q.0. x € Q, b;(x, w) = bj(x, w) +
bl (x, w), ¢i(x, w) = ci(x,w) + c/(x, w), d(x, w) = d'(x, w) + d"(x, w) con
16/ lna < &, Ic/lna < & |1d e < &, esuplbi| < k(e), sup|c;| < h(e),
sup |d’| < j(e),perognii€{l,...,n},essendok, h, j: R, - R,.
Consideriamo quindi per ogni u, v € V le forme bilineari:

a,(u,v) = /Q { Xn:bl{(~, w)vd;u + Xn:cf(', wud;v +d'(-, w)uv} dx
i=1 i=1

a,(u,v) = / { Z a; j (-, w)d;ud;v + Zb;’(-, w)vd;u +
@ i=1

ij=1

+ ZC;/(% wudiv +d" (., w)uv} dx,

i=1
si ha che per ¢ abbastanza piccolo, per il Teorema 3.1 di [6], a;, risulta coerciva,
ay(u,v) = a, (u,v) + a, (u, v) ed inoltre:
la,, (v, V)| < [k(e) + h(e) + j()]vlz.alv|mg).
Percid per il Teorema 2.3 di [2] si ha la tesi.

Teorema 1.5. Siano I't, I'°, u® come in 0.1, a come in 0.3, | come in 0.4 ¢
valga (1.1.3). Sia inoltre ® : M(u°) — M(u°) ’applicazione che a w € M(u°)
associa la soluzione u,, del problema (1.1.4). Allora, se A C Mu°), é un
insieme limitato in H"(Q), ®(A) risulta limitato.
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Dimostrazione. Sia A C M(u°) limitato in H'?(Q); per (1.1.6) segue la
limitatezza di ®(A) e quindi la tesi.

Teorema 1.6. Siano I't, T'°, u° come in 0.1, a come in 0.3, | come in 0.4,
mis 't £ 0 e valga (1.1.3). Sia inoltre ® come in 1.5 e (wy,)en una successione
in M(u°), w, — we Mw®) in H (), allora esiste un’estratta di ®(wy,), che
continueremo ad indicare con ®(wy,), tale che:

(1.6.1) d(w,) = d(w) in HA(Q)
d(wp) > P(w) gq.o.in Q.

Dimostrazione. Per definizione di ®(wy) e da (1.1.6) segue che d(wy) ¢
limitata in H'-2(2), quindi a meno di un’estratta si ha:

wp, = w q.0.in 2,
d(wy,) — ¢ in HY(Q),
(1.6.2) W=l
®d(wy,) > ¢ q.0.1n 2,
0 ®(wy) - 0;¢ qo.in 2, (i =1,...,n),

con ¢ € M(u°) per I’Osservazione 0.2.
Ma ®(wy,) risolve: ay, (P(wy), v — ®(wy)) + Ly, (v — ®(wy)) > 0 per ogni
v € M(u°), quindi, scegliendo come funzione test ¢, si ha:

(1.6.3) u, (P(wp), P(wp) — &) < Ly, (& — P(wp)).

Tenendo ora conto di (1.6.2), (0.4.1) ed utilizzando il teorema di convergenza
dominata si ottiene che: [, ({ — ®(wy)) — 0, quindi, sfruttando (1.6.3), si ha:

(1.6.4) lim sup ay,, (®(wp), ®(wy) —¢) < 0.
h
Ricordando che I’immersione da H'*(Q) in L? () & lineare e continua, per

(0.3.3) — (0.3.6), per (1.6.2) e per il teorema di convergenza dominata di
Lebesgue si ha:

(1.6.5) limay, (¢, ®(wy) — ¢) = 0.
Percio:

limhsup Ay, (P(wy) — &, P(wy) — &) =

= limhsup [, (Dw), P(wy) — &) — @y, (&, P(wy) — )] <0,
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ma per 1.4, a,, & pseudomonotonain V = {ve H'*(Q) : v =0sulT}e
poiché ®(wy,) — ¢ € V si ha:

(1.6.6) lim ay, (S(wy) — £, ®(wy) — ) = 0.

Inoltre:

liminfa,, (®(wy), @(wy) — ) =

= lin}linf[aw,,(@(wh) — £, ®(wy) = £) +ay, (¢, P(wy) = )] =0
per (1.6.5) e (1.6.6). Da cio, tenendo conto di (1.6.4), segue che:
(1.6.7) lima,, (P(wy), P(wy) —¢) =0.
Per v € M(u°), valutiamo infine:

ay(¢, v —¢) =lim a,, (®(wy), v — ¢) = lim a,, (P(wy), v — D(wy)) +

+1im ay, (@(wy), wy) = ) = lim | f > fiC w)di(o = b)) dx | +
=1

+lima,, (®(w;,), D(wy) — ¢) = — fQ 3 fCwdiw - O dx,
i=1

osservando che la prima uguaglianza si ottiene con considerazioni analoghe a
quelle fatte per ottenere (1.6.5), ed avendo sfruttato (1.6.7) ed il teorema di
convergenza dominata.

Allora ¢ € M(u°) verifica: a, (¢, v—¢)+1,(v—¢) > 0, ma, per 1.2, la soluzione
di (1.1.4) ¢ unica e, tenendo conto della definizione di ®, si ha: { = ®(w), cioe
la tesi.

Lemma 1.7. Sia 't come in0.1, misT'" # 0, w € Mu®), a,, come in (1.1.1),
I, come in (1.1.2) e valga (1.1.3). Allora il problema:

aw(Vo, @) = —lyy(@) perogni g e H'*(Q), ¢ =0 su T'"
v, =0 su T't

(1.7.1) > ai i w)div, cos(v, x) +

i j=1

+ >0 i, wycos(u, x))v, =0 su 9Q\TT

ove v ¢ il versore della normale a 02 orientata verso [’esterno, ammette una
ed una sola soluzione v, € H"*(Q) tale che: v, € L*(R).
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Dimostrazione. L’esistenza e 1’unicita della soluzione del problema (1.7.1)
n

segue dal Teorema 2.1 di [3], scegliendo h =0, e =) ., ¢;(-, w) cos(v, x;).

Siano ora v,y € ks (s = 1, ..., r, r eN) rispettivamente la funzione associata a
v, ed i numeri reali non nulli come nel Lemma 1.1 di [2] e V come in 1.4; si ha:
Vo — Vo1 = (Uy A k1) V (—ky), mentre per s =2, ...,r:
—ky_1 +ki+v, se ki1 <,
kg se ky < v, < ko
Vo — VUps = § Vo se —ky < v, <k
—k; se —ky_1 < v, < —k
Vo — ks + Kk sev, < —ks_1.
Allora v, — v,; € V per s = 1,...,r, da cui segue per 0.6 I’esistenza di
Z(v A Cy) €0, oo tale che:
(1.7.2) Volmaiy < Ov/M(1Cola,q + bolwl5 | QP= 24120y
con )

— UEACHIT M@+ _

(U AN Cl)
Sia ora k > 0. Posto v,y = (sgnv,)max{|v,| — k, 0}, risulta v, € V, da cui,
definendo E(k) = {x € Q : |v,(x)] > k} e Q(k) = QN E(k), per (1.7.1),
tenendo conto che vy = 0 in Q \ Q(k), si ha:

(-, w)o; v dx—/ a; i(-, w)o;vgd; vy +
/Q(k)Zf k Q(k){z i, w)0; v 0 vk

ij=1

Zb( w)vkavk—i—ZCl( w)vg0; v, + d(-, w)vk}dx—i-

i=1 i=1

k[ senun| 2t wi e wwfax =
Q(k)(sgnv){X:c( w)0;vg +d( w)vk} x >

2/ {Zau( w)avkavk—i-Zb( w) — ¢;(-, w)]vkavk—i-Clvk}dx
Qk)

i,j=1
avendo sfruttato (1.1.3) ed il fatto che (sgn v, )v; € non negativo su 2. Quindi:

n

—f Y S wdvedx >
Qk) =y

> [min(v, C1) = S| Y (i, w) = i, Wl )10kl 7712qy-

i=1
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Osserviamo che per la diseguaglianza di Tchebychev e per (1.7.2):

2 _
|U0|§,§2(k) 3 an(|Co|2’9+b0|w|2£f’Q|Q|[n(p D+41/2np )2

—= kz k)

1) =

percio la funzione k — |€2(k)| € monotona non crescente e klim (k)| = 0.
— 00

Esiste allora k, > O tale che

n,Qk)

n
min(v, €)= S| D (biC, w) — i wy)| =
i1
> min(v, Cy) — Sn(|ply,ew + l@l,ow) > 0

perogni k > k,.
Si ha quindi:

n 5 12
(/ S lficowldx) " 2
2k -
> [min(v, C1) — Sn(|pln k) + @l 20DVl 120
da cui:

(fQ(k) YA G w)Pdx)t?
min(v, C1) — Sn(|plnaw,) + 1@lnok,)

(1.7.3) [k |12y <
Oraperognih > k > k,:

. . 1/2*
h—nlem" = (| 0=k dx) " = b= kbom <

Q(h)
. 1/2* . 1/2*
< (/ vk ? dx) < (/ |ve)? dX) :
Q(h) Q(k)
in quanto su Q(%) si ha |vi| = |v,| —k > h—k. Allora, tenendo conto di (1.7.3):

QU < (h— k) okl .oy < (h — k)~ S v iy <
_ (=0 SYn(ICo =22 + bo w5 Q) (k)| P41/
B min(v, Cy) — Sn(lpln,ek,) + l@ln,ou,))

’
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cio€:

ﬁS(lColnp/(n—Z),Q + b()lwl;*{,pﬂ ]2*
min(v, C1) — Sn(|plw.ak,) + l@lhok,))
(h = k)72 QK |2 =2,

IQ(h)IS[

Per [7] ed [8], poiché @ = M% > 1, si ha: |Q2(k, + ¢,)| = 0, essendo

2
B [ S(Colupjn-2.2 + bolwl3 %y
=

: ]|9(ko>|<w-”/2"2w/<w-‘>
min(v, Cy) — Sn(|plq,euk,) + @l ok,))

da cui:
Vo € LOO(Q) € |U0|oo,§2 < ko + Gw.

Teorema 1.8. Siano I't, I'°, u® come in 0.1, misTt £ 0, V = {uec H"*(Q) :
u=0sul"}, weMu®), a, comein (1.1.1), tale che a,,(u, u) > 0 per ogni
ueVe seay(u,u) =0,allora Vu = 0, I, come in (1.1.2) e valga (1.1.3).
Allora la soluzione u,, del problema (1.1.4) é tale che:

Uy € L2(Q).

Dimostrazione. Siano v, la soluzionedi (1.7.1) e v; = v,+ess inf(u°—v,). Sia
Q
inoltre essQinf(uc’ —v,) < 0. Poiché v; <u°,sev = v Vu,,allorave Mu°),

quindi puo essere utilizzata come funzione test in (1.1.4) ottenendo:

(1.8.1) 0 < @y (uy, (V1 — ) V 0) + Ly((v1 — ) Vv 0) =
:—aw((U1 _Mw)\/o, (Ul —Mw)VO)+aw(U1, (Ul _MW)VO)+ZW((U1 —Mw)\/O) =
=—a,,((v; — uy) VO, (v —uy) VO) +

+/ {Zci(-, w) ess infl’— )0y (1 — ) VO) +
Q5o
+d(, wess influ® = v,) (0 — 1) v 0)} dx.

avendo tenuto conto del fatto che (v; — u,,) V0 €V e che, per (1.7.1),

ay(Vo, (V1 — Uy) V 0) + [, ((vy — uy) VO)=0.
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Poiché

/ { 3" i, wyess inf(u® — v,)d (v — )V 0) +
Q Q

i=1

+d(-, w) essﬂinf(u" —U,)((V] —uy) V0O dx <0

da (1.8.1) segue: a,,((v1 —uy,)VO0, (vi—u,)V0) = 0, quindi V((v; —u,, )vV0) =0,
da cui:

(1.8.2) Uy > essQinf —u® — 2|V, |00.0-

Se ess inf(u® — v,) > 0, allora la traccia di u° & non negativa su I'", quindi
Q

v = v, Vu, € Mu°) puo essere utilizzata come funzione test in (1.1.4),
ottenendo, grazie a (1.7.1),

0 < ay(uy, (Vo — tty) vV 0) + 1, (v, — uy) V0) =
= —ay((Vo —uy) VO, (v, — uy) V0,
percio V((v, — uy) vV 0) =0 e quindi
(183) Uy = _lvoloo,Q-

Siaora v, = v, + esstup(u0 — v,) € supponiamo essﬂsup(u0 —v,) > 0. Poiché

vy > u°, considerata ¢ = vy A uy,, € M(u°), da (1.1.4), grazie a (1.7.1), segue:

0 =< aw(uwv (UZ - Mw) A 0) + lw((UZ - Mw) A 0) =
= —ay((v2 —uy) A0, (V2 — uy) ANO) +

+ /Q { Zci(', w) esstup(uC’ — V)i (V2 — uy) AO) +

i=1
+d(, w)ess sup(u® — v,)(12 — i) A 0)} dx.
Ma, poiché esstup(uo —v,) >0¢e (v —uy) A0 <0, per (1.1.3) si ottiene:
/ { Yot w) ess sup(u” — vy)3; ((v2 — uw) A 0) +
2o

+d(, wess sup(u® = v — ) A 0)} dx <0
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per cui: a,,((vy — uy) A0, (V2 — uy) A0) = 0. Allora:

(1.8.4) ty < €SS SUp u® + 2|V, |00, -

Se esstup(u0 —v,) < 0,allorau® <0sul'",ev = v, Au, € Mu°) si pud

utilizzare come funzione test in (1.1.4), ottenendo:

0 < ay(uy, (Wo—tuy)A0)+1y, (v, —uy)AQ) = —ay, (v, —uy)AO, (V,—uy)AD),
percié (v, — uy) A0 =0 g.0. in 2 e quindi

(1.8.5) Uy < |Voloo.@-

Tenendo conto di (1.8.2) — (1.8.5) allora:

Uy € LOO(Q)
|Mw|oo,§2 = |M0|oo,§2 + 2(k, + Sw),

(1.8.6)

con k,, ¢, € R, come in 1.7.

Teorema 1.9. Siano ', T'°, u® comein0.1, misT'" # 0, a come in 0.3, [ come
in 0.4 e valga (1.1.3). Siano inoltre ® come in 1.5, V come in 1.8, (wp)pen una
successione in M(u®°), w, — w e Mu®°) in H (), ay, ed a,, comein(1.1.1),
tali che ay,(u,u) > 0, ay(u,u) > 0 per ogni u €V e, se ay, (u,u) = 0o
ay(u, u) =0, allora Vu = 0. Sotto queste ipotesi esiste un’estratta di ®(wy,),
che continueremo ad indicare con ®(wy,), tale che:

(1.9.1) d(wy,) = P(w) in HA(Q).

Dimostrazione. Per definizione di ®, ®(w,) = u,, ¢ ®(w) = u, sono le
soluzioni del problema (1.1.4) rispettivamente associate ad a,,, e [, ed a,, e [,.
Sia percio iy, = u,, — u, € H"*(Q); allora it;, = 0 su ', per 1.8 it;, € L®(RQ)
per ogni & € N, per 1.6, a meno di un’estratta, i1, — 0 in H"*(Q) e i — 0 q.o.
in Q.

Notiamo che, essendo (|wy|m12q))nen limitata, allora risulta limitata anche
(Jwp |2+, @)nen, quindi (G, nen € limitata e, per (1.8.6), (|un oo, @)nen € limitata.
Consideriamo ora:

v = {1 — C exp(ity)* Y, + C expliin) u,
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con C € R, tale che 0 < Cexp(ity)*> < 1 per ogni h € N. (Cid & possibile in
quanto (|ity |co,0)nen € limitata.)

Poiché v, € M(u°), pud essere utilizzata come funzione test nel problema
(1.1.4) associato a wy, € M(u°). Allora, dopo aver svolto alcuni conti, si ottiene:

(1.9.2) @y, (ity, exp(in)itn) < —ly, (explin)itn) — auw, Uy, exp(iy ) iiy).

Ma, sfruttando (0.3.2):

(1.9.3) aw, ity exp(ity ) i) > v/ exp(it)*| Vi |* dx +
Q
+2v / exp(itn )’ ()| Vitn|* dx + f {Zbi(-,wmexp(ﬁwzﬁhaiah+
& =i

+ il wn) expln) itnll + 2(n) 19ty + d(-, wy,) exp(ﬁh>2<ah>2}dx,

i=1

mentre, per (0.4.1), si ha:

(1.9.4) —Ly, (exp(ity )ity — @y, (1, explity ) ily) <

- f > fi o wp) explity Y diit dx +
25
+2 / n[Co(-) + bolwy > P1(ity)* explin)* | Vity | dx +
Q

N / { D ai (-, wp) expian) [ + 2in)*19;10. diit +
Q

ij=1

+ Zbi(', wy,) exp(ity) ity ity +

i=1

+ i, wy) expitn [+ 23n) Juwdjity +d(-, wh>exp<ﬁh>2(ﬁh>uw}dx.

i=1

Tenendo ora conto che 2ab < a? + b2 per ogni a, b € R e, considerando

exp(iin)?\\2 — _ exp(iin)?\ /2 _
az(%) Sy || Vit bz(n%) 124 1[Co () by [wi /71,
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si ottiene:

(1.9.5) fQ 20Co () + bolwy 1) exp(itn)’| Vit | dx <

< /Q E(ﬁh)z exp(it )’ | Vitn|* dx + /Q %[Co(') + bolwn |PT explian)* (ian)* dx.
Utilizzando a questo punto (1.9.2) — (1.9.5) segue che:

(1.9.6) u/exp(ah)2|wh|2dx+2vf exp(ity)*(iip)? | Vity |* dx +
Q Q
+ f {be-, wy) expliin) itn ity + Y _ ¢ (-, wy) exp(itn)*[1+2(in)* ity diitn+
€ 5io i=1
+d (-, wy) exp(n) @)’} dx < — f D £ G wa) explii) diiin dx +
=1
N _ 2o (2 2”22 20, 14/ N VIR
| o) exp(n)? Vil dx+ | =13 ()+b]|wnl*7] exp(in)*(@@s)* dx +
Q Q

N / { D @i, wp) expian) (1 + 2in)*10;10. diit +
Q

ij=1

+ Y bi, wy) explia ) ity ditey +

i=1

+ i, wy) explian T+ 26n) Juwdity +d(-, wh>exp(ﬁh>2(ﬁh>uw}dx.

i=1

Da cui:

(1.9.7) v/ exp(L_th)ZIVﬁhlzdx+v/ exp(ity ) (ity) | Vit |* dx <
Q Q
< —/ {Zfi(', wy,) explity ) sty +
Q5o

+ ) i i wy) expliin) [+ 20n)*10; . diitn +

ij=1
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n n
+ > bi, wy) explin) i ditt, + Y ciC, wp) exp(iin)*[1 + 2(itn) luty, it +

i=1 i=1
+ d(-, wy) exp(it) itptty + (d(-, wp) —

2n* 2 4/ - 2= 2
— 1€ + b w7 ) expiny (i) | dix.

Valutiamo ora il secondo membro di (1.9.7).
Tenendo conto che (|it |00, @)nen € limitata, per il teorema di Lebesgue si ha:

n
(1.9.8) / Zf"(" wy) expity ) d;itpdx — 0.
2=
Inoltre, poiché:

| 3" @i wn) expn P11 + 26?101 | <
i j=1

< sup(| exp(iin)*loo.@ n2N(1 + 2((i5)*c0.2)| Vit | € LA(R2)
h

a; (-, wy) exp(in)*[1 + 2(iay)*18juy — a; j(-, w)diu, q.0.in L,

segue:

(1.9.9) f > @i i wi) expliiy [ + 20101 dyity dx — 0
Q.
i,j=1
ed analogamente:
(1.9.10) / > " biC-, wp) explit) ity ditt, dx — 0.
i=1

Tenendo ora conto di (0.3.5) e del fatto che (|uy,, |oo,2)nen € limitata, si ha:

(1.9.11) / > i wn) expliin) (1 + 2(i) Y, ity dx — 0
o1
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e poiché i, — 0 in L (), seguono:

/d(-, wy) exp(iy ) ipty dx — 0,

(1.9.12) ¢
/d(-, wy,) expity)*(ity)* dx — 0.

Q

Inoltre, poiché, se n > 2, & > 2, si ha:

2n® = 2= N2
(1.9.13) / TCO(-) exp(up) (up) dx — 0.
Q

Da ultimo, in quanto % < 2*, per il teorema di Vitali, segue:

2 2
(1.9.14) / %bilwhl“/” exp(ii)2(iiy)* dx — 0.
Q

Allora, per (1.9.8) — (1.9.14), il secondo membro di (1.9.7) tende a zero. D’altra
parte, poiché exp(it;,)*> > 1, il primo membro di (1.9.7) & tale che:

v/ exp(ah)2|wh|2dx+vf exp(ity)(ity)*| Vity |* dx > vf |Vii,|> dx,
Q Q Q

ottenendo che: fQ |Vity|?> dx — 0, da cui la tesi.

Teorema 1.10. Siano T'", T'°, u® come in 0.1, misT'" £ 0, a come in 0.3,
[ come in 0.4 e valga (1.1.3). Siano inoltre ® come in 1.5, V come in 1.8,
w € M°®), a, come in (1.1.1), tale che a,(u,u) > 0 per ogni u € V e, se
ay(u,u) = 0, allora Vu = 0. Sotto queste ipotesi esiste u € M(u°) N L>*(2)
soluzione di (1.0.1).

Dimostrazione. Poiché M(u°) risulta chiuso e convesso in H'2(Q2) per 0.2 e
® risulta compatta per 1.5 e 1.9, si pud applicare il teorema del punto fisso di
Schauder, per cui esiste u € M (u°) tale che ®(u) = u.
Dalla definizione di @ (Teorema 1.5) si ottiene allora 1’esistenza di una soluzio-
ne di:
{ a(u,v—u)+I(u,v—u)>0 perogniveMu®)
ue Mu®)

Tale soluzione, per 1.8, risulta anche in L>°(2).
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