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SULLA MISURABILITA’ DELLA FAMIGLIA DEI SISTEMI
FORMATI DA CONO QUADRICO E RETTA 1IN A;

SILVIA IMPOSIMATO
Alla memoria di Umberto Gasapina

The family of system of quadric cone and straight line, in A3; proves to
be measurable. '

Il cono quadrico abbia per direttrice, nel piano xy, la conica non degenere
di equazione:
x% 4+ 2axy + by* + 2cx +2dy + e = 0,

con

# 0,

O Q =
QU T8
o &, 0

e per vertice il punto V (xg, Yo, 20).
Quindji, I’equazione del cono sara:

xg + 2axyyo + byg + 2¢xp + 2dyo + e) 24

x2+by2+( 3
20

Lavoro eseguito con il contributo del M.U.R.S.T. (40%, 60%).
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2 2
+ 2axy + [—Z—(xo + ayy + c)] X7 + ,:—-%—(axo + byy + d)] vz + 2¢cx +
0 0

2
+2a’y+[—~z—(cxo+dyo+e)Jz+e=0.
0

Le equazioni della retta nello spazio A5 siano:

{x=pz+q
y=rz+s.

Allora la famiglia dei sistemi formati da cono quadrico e retta in A3 sara
rappresentata dall’insieme delle tre seguenti equazioni:

x5 + 2axoyo + by? + 2cxg + 2dyy + e
3
20

x2+by2+< )zz+2axy+

2 2

| +[———Z—(xo+ayo+c)}xz+[—Z—(axo-f—bYO-*—d)] Yz +
0 0

(D

2
+ 2cx + 2dy + [—Z—(cxo-i—dyo +e):lz+e=0,
0
X =pi+gq
y =rz+s.

I parametri della famiglia sono dodici: a, b, ¢, d, e. xo, Vo, 20, p,q,r,s.
Il gruppo massimo di invarianza della famiglia (1) & il gruppo affine nello spazio
A3Z

X = b”x' + blgxl + b132,’/ + b14,
(2) Yy =byx" + bypx' + bz’ + by,
2= by1x' + byx' + by’ + b,

I parametri del gruppo (2) sono dodici: by, by, bys, bya, by1, bya, bo3, bag, by,
b33, bi3, by.
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Applicando il gruppo (2) alla famiglia (1), si ottiene la nuova varieta:
x +2a'x)y) + b'yE + 2c'x}y + 2d'y) + e’) 2
b4
¢

x/2 +b/y/2 +(

2
+2d'x'y' + [_'Z—,'(x(l) +a'yy + c’)] x'z +
0

2
(1) + ["? (@'xp +b'yp + d')} Yz +2x +2d'y +
0

2
+ [—Z—,(c’x() +d'yy + e’)] 7+e =0,
0

xl — p/z/ + q/,

y/ —_ rlzl + S/.
Poniamo:
xZ + 2axoyo + byt + 2cxo + 2dyo + e

2 4
<0

A=
2

B = ——(xp+ayy+c),
20 v

2
D = —Z—(axo + byo + d),
0

2
E = ——(cxo +dyo +e),

20
T = b + bb3, + Ab3, + 2aby1by; + Bby1b3y + Dby by,

B
H = by1by3 + bby1byz + Ab31bsz 4 aby1bys + abisbyy + -2—b11b33 +

B D D
—bab —by1b —by3bay,

+2 1331+2 21 33-}-2 23031

B
L = b1yby3 + bbypybys + Absybsz 4 abiabys 4+ abyzbyy + 5b12b33 +

B D D
—bi3b —byb —br3b3y,

+2 1332+2 2233+2 23032

B
M = by3bjs + bby3bys + Abszbys + abisbyy + abisbyz + 5b13b34 +

B D D E
+ —biabss + —basbsg + —bosbsz + chyz + dbys + §b33,

2 2 2
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A =H@d -bc)+Ldcd~d)+Mb —a?),
Axo=Hb'e —d?)+ L(c'd —d'e)+ M(d'd —b'c),
Ayo=H(c'd —ad'e") 4+ L' — )+ M(d'c' - d),
Azg =d? + b +a"%e —2d'c'd —b'e,

B
T\ = by1b13 + bbby + Abs b3y + abubzz + abyybyy + Ebnbn +

B D D
—bi,b —bsy1 b —byr by,
+2 1231+221 32+22231

Ty = b}, + bb}, + Ab2, + 2abyyby, + Bbiybsy + Dbyybs,

‘ B
T3 = b11b14 + bbyybarg + Ab31bsg + abiabyy + abyibog + 3b11b34 +
B

D D E
5 biab31 + 319211934 + -2~bz4b31 +cbyy + dbyy + §b31,

_+.
B
T4 = b1ab14 + bbyybys + Absybsg + abiybyy + abisbyy + 5b12b34 +

B D D : FE
+ 5b14b32 + Eb22b34 + 5b24b32 + cbyy + dbyy + §b32,

Ts = b}, + bb3, + Ab2, + 2ab 4bys + Bbisbsg + Dbysbay + 2cbys +
+ 2dbys + Ebzy + e.

Con queste notazioni possiamo esprimere in forma compatta le equazioni del
gruppo 1somorfo associato a (2):

T T T T. T
afz_l’b/ i,c’z—i,d’ _4,6/____5_
T T T T T
x/ = —AX() | = Ayo Z/ AZO
07 A TI0T A 0T AT

, _ (b1i3 — pb33)(byy — rb3s) — (bas — pb33) (b1 — pb3y)
 (bay — rb3)(bry — pb3y) — (byy — rbyy)(byy — pbay)
; (rbsg — bag + 5)(b12 — pbaz) — (pbsg — bia + q)(byy — rb3,)
B (ba1 — rb31)(bi1a — pb3z) — (byy — rb3) (b1 — pbsy)
o (bi3 = pb33) (b1 — rb3y) — (by3 — rby3)(byy — pb31)
(ba1 — rb31)(biy — pbss) — (byy — rb3y)(byy — pbyy)’
o (rbsg — by + s) (b1 — pbs;) — (pbss — bia + q) (b1 — rb}l).
(b1 — rb31)(b1a — pb3y) — (byy — rb3y) (b1 — pbs))
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I coefficienti delle trasformazioni infinitesime sono raccolti nella seguente ta-

. bella:

gl = —a, £ =2, & =—c, s:‘=—2d sf——-—Ze éﬁ=—xo,
[ =0, & =2, & =—-p, §°=—q, &' =0, £
&y =16 =2, & =0 &=c, & =0, 523"“)’0,
£ =0,8=08=-18§"=-s5§'=0§"=
£ =0=0§=0§=0 =0 & =z,
£=08=08=158"=0&"=0&"=
£=0,6=08=1 & =a, & =2, £ =—1,
£ =0 &=06=0§"=-1&"=0,§"=0,
l=b~24% £2=-2ab, £ =d — 2ac, & = —2ad,

£2 = —2ae, ££ =0,
] = —xo, &8 =220, £/ =0, £° =0, &' = —p, £* = —¢,
El=a, £ =2b & =0 & =d, & =0, =0,
El=—yo, 66 =0§=0§°=0, &' =—r, £’ =—
E1=0,6=08=0¢8=08=0 £=0
8 =—20, & =06 =0§°=0, &' =—1, &=
£=0,86=0&=a & =b & =2d & =0,

i=-18=08=0§"=0§"=0 g =-

D E
églzg—Ba, £2 = —Bb, Eé’:i—'—Bc, &4 = —Bd,

k5 = —Be, &8 =0,

£ =0, & =xo+2ay+c¢, & = p*, & =pq, &' = pr, &’ =qr,

B E
EIIO = —’ 5120 =D, 513020’ 5140 = —, "3150:0’ 5160=0’

£l =0, &5 = Yo, &1y = pr. &g = ps, &lg =17, Elj =5,
£, =0 &, =0 & =0 £,=0,&,=0, & =0,
'5171=0’ 5181=_ZO’ $191:P’ 11 ~0 511 =17 5111220
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D
=0, 65=0, &, = "5142=“, £, =E, £8, =0,
512=0 ‘512:"30’ 512—-0 512=P: 512— “312— .

I corrispondente sistema di Deltheil & costituito dalle seguenti equazioni diffe-
renziali:

3P 30 9P 3P 3P 3P 3P
2b 2d— + 2e— —
“oa TV T T TG TRogy Tt
3¢ 9D
+pPp—+qg— =—130,
ap dq
a¢>+2 a¢_+ca¢ d3d 4D 9D 0
_ a — —r ) = U,
9a b " “3d P axy ' 3p ' dg
a¢+a¢_0
ZOaxO 8p - 3
3® 9D 30 9P 9D
oo Fagg 2o — o =~ = =0,
ac od dxo dq
3P 3P L) 3D
b? 22—-—2b—— d—2 ——-2d———2 — -
( a) a 8b+( ac) a 5 aeae
a¢ ,, 00 30 a¢ (126 + 2
— Xp— — —_— P —— = a ,
ano <0 020 P or 1 as
09 2ba¢_+da¢ d3d 9P 9D o
— —_— — —-r ) = -,
“9a T "% P o o
a¢_+a¢ _ 0 :
Zoayo or , )
3d 9
3% ﬁg MM) B ®=Q
80 ad dyo  ds

o0d 0P
(2ayy + axo + 2ac — byy — a’)sz + 2b(xg + ayy + c)a— -+
+ (cxo + 2acyg + 2¢” — dyy — e)—éz— +

ad ad
+ 2d (xo + ayo +C)— + 2e(xo + ayo + C)'g; +

<I> ,0®
+ zo(xo + 2ayp + 20)—— + z20p° — +

ap
dd a¢ 3P

+20Pq 77— + 20pr —— + 2097 —— = —4(3ayy + 2xo + 3¢ + pzy) P,
aq ar as

0o od od
(xo + ayo + c)—é—a— + 2(axp + byy + d)% + (cxo +dyo + e)— +
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+ 0 , 0P 0P L) +
20Y0—— — Przp— — PSZ0— — F2yg—0o
oyoa ” Prio ap PS20 3q Yo a7
0o
+ rszo— = (4rzp — 4yy) P,
2o
ad ad 0P
—205— +p—+r—=-9o,

920 ap or
ad 0P 0d
(xo + ayo + C)E + (axo + by +d)5217 + 2(cxg + dyg + 6)3— +
e

+ ad Lo P 4
_— = —— P — = — .
Oz P%g T 0%

.

Tale sistema, dividendo ogni sua equazione per &, riducesi ad un sistema di
equazioni algebriche, lineare non omogeneo, crameriano nelle dodici incognite:

dln® Jdlnd® 9dlnd® 09lnd Jlnd Jind
da = b ' dc ' ad ' de ' dxg

dn® 0dlnd 9lnd® 8lnd dlnd IJInd
dyo " dp dq ' or ' B8s

?

dz0

il quale ammette un’unica soluzione, cio¢ un valore pe q’ q’

uno per == al”d’ :

Ne segue che si potra determinare 1'unica soluzione ®, a meno di costanti
moltiplicative, per il sistema stesso.

Pertanto il gruppo isomorfo a (2) & misurabile. Cid basta, stante la prima
condizione di Stoka, per concludere con il

[ EEEY

Teorema. La famiglia dei sistemi formati da cono quadrico e retta in A; ¢
misurabile.
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