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SUI O-ARCHI COMPLETI IN PIANI PROIETTIVI
DI ORDINE O PARI

ROSA STANGARONE

Let 7, be a non desarguesian projective plane of even order g containing
a complete g-arc K. Assume that K admits a point P such that there are
exactly g — h (h even, 4 < h < g — 6) tangents to K through P. In this
paper first we prove that the maximum index of any further point of 7, is 2h,
then we study the g-arcs such that any point of ; has index 0, 2, 4 or 2h and
finally we obtain bounds for the order of .

1. Introduzione.

Si denota con K un g-arco completo di un piano proiettivo non desargue-
siano 7, di ordine g pari e si dice indice di un punto del piano il numero delle
tangenti a K passanti per P.

Secont;(j =0,...,q/2) siindicail numero dei punti del piano di indice
2j, essendo K completo, risulta 7, = 0; inoltre gli interi #,; soddisfano alle
ben note equazioni dei caratteri [7]. Risultati dovuti a Tallini [7] e Zanella [8]
assicurano la non esistenza in 7, di punti di indice g — 2 nonche I’esistenza di
al piti un punto di indice ¢ — 4 in piani di ordine pari ¢ > 12. Inoltre ¢& stato
recentemente dimostrato da R. Stangarone e A. Terrusi [5] che I’esistenza di un
punto di indice ¢ — 4 in piani di ordine pari ¢ > 16 implica che 1’ordine del
piano sia g < 44.
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Nella presente nota si studiano alcuni g-archi completi di 7, per 1 quali
esiste esattamente un punto di indice g — 4, h pari, 4 <h <g—6congqg > 3h,
generalizzando risultati precedentemente ottenuti in [4].

2. Sui g-archi completi di 7, con z,_, > 1, / pari.

Sia K un g-arco di 74, q pari, tale che ty—n > 1, hpari,4 <h < g —6.
Proviamo la seguente
Proposizione 1. Se t ¢ una retta tangente a K passante per un punto P,_; di

indice q — h, i punti di t sono di indice al piix h + 2. Inoltre se una siffatta retta
t contiene un punto di indice h+2, esso & unico e tutti gli altri punti di t distinti

da P,_, hanno indice 2.
Dimostrazione. Dalle equazioni dei caratteri [7] si ha;

{g—n)/2

Uy + uq + Z Uy = ¢q
s=3
1
1) ' (g—h)/2
uy+3us+ Y (25— Dy =g +h
s=3
da cui sottraendo si ottiene:
(g—=h)/2
) us+ Y (s — Dugy = h/2.
§=3

Quindi necessariamente 25 < h + 2. Inoltre u;,, < 1 € se Upyp = 1 allora
tutti gli altri punti di # hanno indice 2, ciog

uyy =0 perogni s#1,h+2)/2.
Proposizione 2. I punti di 7, distinti da P,_j hanno al piit indice 2h, cioé
thy =0 perogni s> h.
Dimostrazione. Si supponga che Py, sia un punto di indice 2s(s > h) e sia
v una retta per Py, non tangente K e non passante per P,_p. Su essa vi sono
almeno g — h punti di indice > 2 e ciod i ¢ — & punti di intersezione con le q—h

tangenti per P,_j. Tali punti, per la Proposizione 1, sono tutti distinti da Py e
quindi da questi ¢ — 4 punti e da P,, escono almeno

2(q —h)+2s > 2¢q

rette tangenti e questo & assurdo.
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Proposizione 3. Se g > 3h, allora esiste al pit un punto di indice g — h, cioé
ty—n = Qovvero t,_j = 1.

Dimostrazione. Infatti supposto#,—, > 2 eindicatocon P,_, un punto di indice
g — h, per la Proposizione 2 ogni altro punto ha indice < 24, onde considerato
un ulteriore punto Pé_ , diindice g — h deve verificarsi che ¢ — h < 2h da cui
q < 3h contro I'ipotesi.

Supposto dunque g > 3k, h > 4 e t,_;, = 11 caratteri dell’arco sono #,;,
s=0,...,h. |

D’ora in poi supponiamo che t,; = O perognis = 3,4, ... h—1 e studiamo
quindi 1 g-archi completi i cui soli caratteri dell’arco sono

to,, ta, op €1y = 1.

In queste ipotesi dalla (2) segue facilmente il seguente

Lemma 0. Su ciascuna tangente per P,_, ci sono esattamente h/2 punti di
indice 4 e tutti gli altri punti hanno indice 2.

Inoltre 1l sistema dei caratteri diventa

to+ty+ta+ty+1=q¢"4+qg+1
3) th4+2ts+htop +(q@—h)/2=q(q+1)
L+ 64 +hQRh— Doy +(@q@—h)g—h—-1)/2=q(2q — 1)

le cui soluzioni sono

to=(g> +2(h+1)g — h* — 6h — 4(h% = 3h + 2)1p,) /8
(4) ty = 3¢% — 2(h — 2)q + h* + 4h + 4h(h — 2)5,1) /4
ts = (> +2(h — 1)g — h* — 2h — 4h(h — V)1) /8.

Al fine di studiare tali g-archi completi distinguiamo i 3 casi:

a) frp=0 b) tr, =1 C) oy > 2.
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3. Caso tp;, = 0.

Propdsizione 4. Se K éun qg-arco completodi m,, q pari, che ammette un punto
diindice ¢ — h(h > 4, q > 3h) e tale che try =0 pers =3, ..., h, allora

(5) g <2(h+1)++[4h + 12— h2].

Dimostrazione. Se ty, = 0 dalle (4) si ottiene
to = (q* +2(h + 1)qg — h® — 6h)/8
(6) tr = (3¢% — 2(h — 2)q + h* + 4h) /4
ty = (g> +2(h — 1)g — h* — 2h)/8.

Considerata una retta s per P,_; secante K dalla seconda equazione dei
caratteri risulta

(7) | vy +2u+ (@ —h)/2=¢q
da cui
(8) vy =(q+h)/2—2vs>2

(perche sono di indice 2 almeno i punti di intersezione con I’arco) e pertanto
©) v4 = 1/2(((q+h)/2) —2) = (g +h—4) /4

Poiche per P,_;, escono h/2 rette secanti K e (h/2) + 1 rette esterne, sulle
h/2 secanti complessivamente ci sono al pil

10 ((g+h—4)/Dh/2=(h(g+h—4)/8

punti di indice 4.
D’altra parte, tenuto conto del Lemma 0, si ha che sulle tangenti per Py_p
ci sono complessivamente

1D (g —h)h/2

punti di indice 4.
Ne segue che sulle (2/2) + 1 rette esterne per P,_, ci sono complessiva-
mente almeno

(12) ts—h(g +h—4)/8~[(h/2)q - 1 /2]
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punti di indice 4, cio¢ almeno
(q* — (3h +2)q +2h* 4 2h)/8
punti di indice 4.
Ne segue che tra le (2/2) + 1 rette esterne per P,_j ce n’¢ almeno una su
cui i punti di indice 4 sono in numero di

(13) vy > [q® — Bh + 2)q + 2K + 2h)/[4(h + 2)].

D’altra parte anche su tale retta esterna vale un’u guaglianza analoga alla (7)
per cui

(14) vy < (g + h)/4.
Confrontando le (13) e (14) si ottiene

[q% — Gh +2)q + 2k + 2h)/(h +2) < (g + h)

e quindi

g% —3hq —2q + 2h* < hg + h* + 24
OVVero
(15) g®> —4h+Dg+hr* <0,

Posto f(g) = g% —4(h + 1)g + h? ed osservato che per ogni 4 > 4 risulta
A=4h+1)?>—h>>0e f(3h) = —2h* — 12h < O ne segue che 1 valori di
g > 3h che soddisfano la (15) sono

(16) 3h <q <2(h+1)+/[4h + 1)2 - h2].

In particolare per h = 4 si ritrova il risultato ottenuto in [4].
Ad esempio, per h = 6sihag = 20,24,26,perh = 8sihag =
26, 28, 32, 34, mentre per & = 10 risulta g = 32, 34, 36, 40.
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4. Caso tp, = 1.

Indichiamo con P,;, I'unico punto di indice 24 e con ¢ la retta congiungente Py,
con P,_; che, per la Proposizione 1, risulta essere una retta non tangente K.

Sussistono 1 seguenti lemmi

Lemma 1. Se v é una retta per Py, non tangente K e non passante per P,_j,
risulta

(17) Vo = /’l, Vy =g — h, Vg = 0

cioe essa interseca ciascuna delle h rette per P,_;, non tangenti K e distinte da
© ¢, in punti di indice 0.

Lemma 2. Su ciascuna delle h rette per P,_, non tangenti K e non contenenti
Py, siverifica

(18) bo=q—2h, by=(Th—q)/2, bs=/(q—3h)/2.

Lemma 3. Sulla retta c per P,_;, contenente Py, si ha

(19) co <q—4.

Proposizione 5. Sia K un g-arco completo di 7y, q pari, tale che t,_, = 1
(h>4,9 >3h), thy =0pers=3,...,h—1ety, =1. Allora r;’sulta

(20) to < (h+1)q — 2h* — 4.

I risultati precedenti sono analoghi a quelli ottenuti in [4] a cui si rimanda
per le dimostrazioni.
Si prova ora la seguente

Proposizione 6. Se in 7,, con q pari, esiste un q-arco completo tale che t,_; =
1, hy = Operognis = 3,....,.h—lety, = 1(h > 4,9 > 3h), allora
necessariamente h = 4. "
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Dimostrazione. Nell’ipotesi t;, = 1, dalle (4) si ottiene
(21) to = (g* + 2(h + 1)g — Sh* + 6h — 8)/8.
Tenendo presente la (20) si ha

(% +2(h +1)g — 5k +6h —8)/8 < (h + 1)q — 2h* — 4

da cui
(22) g —6(h+1)g +11h* +6h +24 < 0.

Poiche A > 0 se e solo se 2% — 12 + 15 < 0 si ha che la (22) ammette

radici reali solo per & = 4.
Si osservi che in tal caso si ritrova il risultato ottenuto nella nota succitata

nelle ipotesi suddette.

5. Caso 1, > 2.

Lemma 4. Se i punti di indice 2h appartengono tutti ad una stessa retta ¢ per
P,_j, non tangente K, allora

(23) ts > h(g — 2h).

Dimostrazione. Peril Lemma 0 su ciascuna tangente per P, cisono i /2 punti
di indice 4 e per il Lemma 2 su ciascuna delle & rette per P,_;, non tangenti
distinte da ¢ ci sono esattamente b4 = (¢ — 3h)/2 punti di indice 4 per cui

ty = [h(g — B)/2+ 1(q = 3h)/2] +ca = h(g — h +q — 3h)/2 = h(q — 2h).

Proposizione 7. Se i punti di indice 2h appartengono tutti ad una stessa retta c
per P,_j, non tangente K, allora

(24) Gh+1)+vQh2+1) <q < (4h+ 1) +/(3h2 — 6h + 1).
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Dimostrazione. Osserviamo che dalle (4) si ha
ts = (q" +2(h = 1)g — h* — 2h — 4h(h — Dtp) /8
e quindi per il Lemma 4, essendo t4 > h(g — 2h) segue
g% +2(h — 1)g — h® — 2h — 4h(h — Dty > 8h(g — 2h)

OovVvero
4h(h — Dy, < q® — 23k + 1)g + 15h% — 24

e quindi
(25) tan < [q* — 2Gh + g + 15h* — 2h]/[4h(h — 1)].
Inoltre sempre dalle (4) si ha |
to=(q>+2(h+ 1)g — h? — 6h — 4(h®> — 3h + 2)1,)/8
e dalla (20) 7y < (h + 1)g — 2h? — 4 per cui
g* +2(h+1)qg — h?* — 6h — 4(h* = 3h + )1y, < 8(h + 1)g — 16K> — 32
onde
(26)  ty, > [q* — 6(h + 1)g + 15h% — 6k + 32]/[4(h* — 3h + 2)].
Dalle (25) e (26) segue
[q*> — 6(h + 1)g + 15h% — 6k + 321/[(h — D)(h = 2)] <
< [q?® = 2(3h + 1)g + 15k — 2h]/[h(h — 1)]

da cui
q* —2(dh +1)g + h(13h + 14) <0

e quindi, essendo A > 0 per ogni h > 4,

Q7 @h+1)—JOR—GhF D < g < @h+1)+/3h2—6h+1).

D’altra parte, tenuto conto che deve essere ¢ > 3h, indicato con f(g) =
g? — 2(4h + 1)q + h(13h + 14), poiche f(3h) = —2h% + 8k < O per ogni
h > 4, si ha che le soluzioni accettabili sono

(28) 3h < q < (4h+1)++/(3h> — 6h + 1).
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Inoltre, poiche #;, > 2, perla (25) si ha
[¢% — 23k + 1)g + 15h* — 2h]/[4h(h — 1)] > 2

da cui
q* —2(3h + 1)g +7Th* +6h > 0

e quindi
(29) q¢=<Q@Bh+1)—+/(2h2+1)oppureq = Bk +1)++/(2h2 +1).

Posto g(q) = q> —2(B3h + 1)g + Th® + 6h, poiche g(3h) = —2h% < 0 per
ogni h, ne segue che i valori di ¢ > 3A che verificano la (29) sono

(30) g > @Gh+1)++/(@2h2+1).

Infine poiche si verifica che per 4 > 4

Gh+1)++/Ch2+1) < (@h+1)+/(3h2 —6h + 1)

segue 1’asserto.

Ad esempio, per £ = 6 la (24) fornisce la limitazione 28 < g < 32.

Non esistendo piani di ordine 30 (cfr.[2]) ed osservato che per ¢ = 32 non
esiste un valore intero di #;, soddisfacente le (25) e (26), seguechese h =6 ¢ei
punti di indice 12 appartengono tutti ad una stessa retta, allora necessariamente
q= 28 e t;p = 2.

Tenuto conto del Lemma 2 si pud facilmente dimostrare il

Lemma 5. Se ty, > 2 ed esistono almeno 2 punti di indice 2h appartenenti a 2
rette distinte per P,_j, non tangenti K, allora :

(31) to = (h+1)(q — 2h) = (h + 1)q — 2h* — 2h.

Proviamo ora la seguente

Proposizione 8. Se 1, > 2 ed esistono almeno due punti di indice 2h apparte-
nenti a due rette distinte per Py_, non tangenti K, allora

(33) h+1)?-VA<g<th+1)2+/A

dove A = h* — 2h3 — 3h% + 6h + 1.
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Dimostrazione. Dalle (4) e (31) segue che

to=1[q*+2(h+ 1)g — h® — 6h — 4(h® — 3h + 2)t2,]/8 =
= (h+ 1)q —2h* — 2h

da cui
(34) tw = [q* — 6(h + 1)q + 15h% + 10h]/[4(h* — 3h + 2)].

D’altra parte nelle ipotesi suddette su ciascuna tangente per P,_j ci sono
h/2 punti di indice 4 per cui

4 2 hig — h)/2
e, tenuto conto dell’espressione di 74 fornita da (4), si ha

ty = [q% +2(h — 1)g — h* — 2h — 4h(h — 1)14]/8 > (h/2)q — h%/2

da cui
(35) tan < [q% = 2(h + 1)q + 3h* — 2h]/[4h(h — 1)].
Da (34) e (35) segue
[q° — 6(h + 1)q + 15k + 10h]/[(h — 1)(h — 2)] <
< [g” = 2(h + 1)q + 3k — 2h)/[h(h — 1)]
e quindi

f(@) =q*=2(h+1)%q + h(6h* + 9% —2) <0.
Essendo le radici di f(g)

g1 = (h+1)? +[(h+ D4 — h(6h% + 9k — 2)]
g2 = (h+ 1)* — [(h + 1)* — h(6h% + 9% — 2)]

ed osservato che f(3h) = 6h*> — 8k > 0 per ogni h > 4 e che [(g; + q2)/2] =
(h + 1)®> > 3h per ogni h, segue Passerto.

Osserviamo infine che nella (33) occorre scegliere i valori di ¢ tali che
I’espressione di #,;, data dalla (34) rappresenti un numero intero.
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Ad esempio per & = 6 la (33) fornisce, tenuto conto che non esistono piani

di ordine 22 (cfr.[2]), 24 < g < 76. Inoltre dalla (34) si ha

ty = (g% — 42¢ + 600)/80

intero solo per g = 30, 52, 60, 62 ¢ 70.

Osservato che g = 30, 62 e 70 non sono ordini ammissibili (cfr.[2]) segue

che se h = 6 ed esistono almeno 2 punti di indice 12 appartenenti a rette distinte,
allora necessariamente g = 52 e t; = 14 oppure g = 60 e 11, = 21.

(1]

[2]

(3]

[4]

(5]

[6]

[7]

(8]
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