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UNIFORME DISTRIBUZIONE ED APPLICAZIONI
AD UNA CLASSE DI SERIE RICORRENTI

GIOVANNI FIORITO - ROSARIO MUSMECI - MARIO STRANO

In this paper we investigate the uniform distribution in [0, T] (T e
R*™ — Q) of a suitable sequence. Then we give an interesting application to
the study of a class of series whose terms are defined recursively.
J

Introduzione.

Nel 1916 Weyl dimostro che la successione
{n6 — [nO1}

con @ € R — Q & uniformemente distribuita in [0, 1].

Questo importante risultato, noto ormai come teorema di Weyl, si riveld
particolarmente fecondo, infatti esso fu la base di numerose, ulteriori ricerche
che costituiscono nell’insieme la teoria dell’uniforme distribuzione (cfr.[2]).

Nel presente lavoro dopo avere generalizzato opportunamente la nozione di
uniforme distribuzione mod1, proviamo che la uniforme distribuzione in [0, T']
VT e R* — Q della successione {t,}, ottenuta ponendo Vn € N

n
Ty =n—[—f]T,
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€ equivalente alla uniforme distribuzione in [0, 1] della successione
{no — [n8]} VOeR" —Q.

Nella seconda parte del lavoro diamo una interessante applicazione del risultato
precedente allo studio della convergenza e della divergenza di una classe di serie
ricorrenti il cui termine generale & definito dalla relazione

a=A€ R+
|

an+1 = @(n)a, VneN,

ove ¢(x) ¢ una opportuna funzione periodica con periodo T irrazionale. Nel
seguito la serie di termine generale definito da (%) verrd indicata col simbolo
@
25 |
Con ipotesi differenti da quelle introdotte qui abbiamo studiato la conver-
genza della serie % in [1].
Infine una lista di esempi completa la teoria sviluppata.

Una precisazione sul contributo degli autori.
Tutto il lavoro ¢ stato discusso criticamente dagli autori. Il contenuto del § 1, il
teorema 2.2 e gli esempi (tranne il n. 4) sono dovuti a G. Fiorito; il teorema 2.1
¢ di R. Musmeci; I’esempio 4 & di M. Strano. G. Fiorito ha coordinato i risultati
ed ha curato la stesura materiale.

Ringraziamento. Gli autori sono grati al prof. F. Guglielmino per la lettura
critica del lavoro e per aver suggerito una nuova, pilt semplice, dimostrazione
del teorema 1.1.

1. Uniforme distribuzione.

Definizione 1.1. Sia [a, b] un intervallo e {x,} una successione reale tale che
x, €[a, b] Yn € N. Si dice che la successione {x,} & uniformemente distribuita
in [a, b] se per ogni intervallo A semiaperto a destra e contenuto in [a, ] si ha

ove si € posto
n
Ry= 2 :XA(xi),
i=1

essendo y , la funzione caratteristica di A.



UNIFORME DISTRIBUZIONE ED APPLICAZIONI. .. 125

La definizione 1.1 nel caso in cui [a,b] = [0,1] e x, € [0,1[ Vr € N
coincide con la nozione di uniforme distribuzione della successione {x,} mod 1.

(cfr. [2] pag. 1).
Nel seguito I’'uniforme distribuzione come precisata dalla definizione 1.1

verra denotata con la notazione u.d.
Sia T e R* e, Vn €N, sia k,, il numero naturale tale che Q)

(k, — DT <n <k,T.
Consideriamo la successione {t,} definita ponendo Vn e N
T, =n—(k,—DT.

Sussiste il seguente teorema.

Teorema 1.1. Condizione necessaria e sufficiente affinche la successione {t,}
siau.d. in [0, TIVT e RT —Q é che la successione {nf — [n6]} siau.d. in [0, 1]

Vo e Rt — Q.
Dimostrazione. La condizione & sufficiente. Siano A = [a, B[C [0, T] e,

VrneN,
n
ng=Y_ x4®).
i=l1

Poiché Vi e N 1; € [e, B se e solo se ITL €%, %[g [0, 1], ne segue che Va e N
n , coincide col numero degli elementi della successione {7} ottenuti per i < n

ed appartenenti ad [, g-[.
D’altra parte, essendo k, — 1 = [—;‘:], si ha

(1) == -|[%]

T T L1t
Allora dalla (1) e dall’ipotesi segue che la successione { —’Tﬂ} eud.in [0, 1], e
quindi si ha

cioé la tesi.
La condizione ¢ necessaria. Siano A = [, B[ C [0, 1] e, Vr €N,

ny=Y_ xai0 —[i6)).
=1

(1) Si osservi che risulta k, — 1 = (7]
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Poiché Vk e N k6 — [kO] € [o, B[ se e solo se

cnbefs. 2o ]

ne segue che il numero 7 , coincide col numero degli elementi della successione

{k — [k6] —01—}

ottenuti per k < n ed appartenenti ad [g-, 'g[. Ed essendo, infine, la successio-
ne (*) {k — [k0]}} u.d. in [0, +1 per I’ipotesi, segue

B—a
im 4=—0 __g_ o,
n->oc0 pf 1
6
e cid completa la dimostrazione. 0O

2. Serie ricorrenti.

Teorema 2.1. Sia ¢(x) definita in [0, +o0[ a valori in [0, M] periodica di
periodo T (T ¢ Q); inoltre valgano le seguenti condizioni: _
1) 3a€]0, T tale che p(x) <1Vxe[0,af, p(x) > 1 Vxela, T[;
2) esistono peN e q €10, 1] tali che Iintervallo [0, T| si puo decomporre in
2p + 1 intervalli parziali semiaperti a destra

Ai=[xi,xiq[ i=12,...,p; xo<a, x, =0;

Bi=[yi—~1,yi[ l=1’29’p’ Yo = «, yP=T;

(2) Si osservi che dall’essere

[k0] < kO < [kO] + 1

segue
1 1
[k6] 7 < k < ([kB]+ 1) i
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C = [JC(),O[[

tali che peri = 1,2, ..., p si abbia

mis A; > mis B;

p()p() =g  V(x,y) €A x B
Allora la serie Y% é convergente.

Dimostrazione. Come nel § 1, indicato Vr € N, con k,, il numero naturale tale

che
(kn — DT <n <k, T

e considerata la successione {t,} definita ponendo Vn e N
T =n— (k, — DT,

poniamoperi =1,2,...,p

n
ni= ) xa,(1)
=1

n
mi =Y xp (1)
e

poniamo infine

aANb=min(a,b), aVvb=max(a,b) Va,beR.

Osserviamo ora che, se per qualche i € {1, 2, ..., p} risulta
supgp =0,
A;

allora la serie ) ; & ovviamente convergente, mentre in caso contrario, in
virt delle ipotesi e delle considerazioni svolte nel § 1, Va# € N sussiste la
diseguaglianza:

(1) "Yant1 = "Vrip(DeQ) - o) <
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. i’h‘/\mz P - -
< " rg- H[(sup Q)i V(suw)’""‘”f] =
i=1 Ai Bi
Z n; m;
L AT 2 o m m
— AnH qi=! I—I[(Supgp)n-H n+1 V(SUP¢)”+1 n 1].
1L A B;

i=1

Poiché per il teorema 1.1 si ha

Rn; mis A,‘ . m; mis B,’

risulta

s {0 ms g L my .
@ Jim e g T [ cupgynin PV (sup )T AT | =

i=1 A, B,-
Xp: mis B,
—_—=ti p . . . .
T mis A; —mis B; mis B; —mis A;
=qg=  J] [(suw) T V(supp) T ]s
i=1 - Ai B;
zp: mis B;
T
<gqi= <1
Da (1) e (2) segue ovviamente la tesi. O

Teorema 2.2. Sia ¢(x) definita in [0, +o00[ a valori in [m,M] (m > 0)
periodica di periodo T (T ¢ Q); inoltre valgano le seguenti condizioni:
1) da€]0, T[ tale che p(x) > 1 Vxela, T[;
2) 3 p eNtale che Uintervallo [0, T si puo decomporre in 2p + 1 intervalli
parziali semiaperti a destra

Ai=[xi,xiql i=12,...,p; x=qa x,=0;
Bi=[yi—1’yi[ l=132’3p’ Yo > «, ypzT;

C = [o, yO[
tali cheperi =1,2,..., p si ablgia

mis A; < mis B,

p(xX)p(y) =1 V(x,y)€A; x B;.
Allora la serie Y% ¢ divergente.
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Dimostrazione. Con le stesse notazioni introdotte nella dimostrazione del
teorema precedente, in virtll del teorema 1.1 esiste v € N tale che Yn > v
risultan; <m; peri =1,2,..., p.

Allora, Yn > v, per le ipotesi e per le considerazioni svolte nel § 1, si ha:

)4
tnp1 =rp(D(2) ... p(n) = 1] | (igf @mf—m) S
=1 i

da cui, ovviamente, la tesi. I

Osservazione. Se nella ipotesi 2) del teorema 2.1 la diseguaglianza
misA; >misB; i=1,2,...,p,
viene sostituita dalla diseguaglianza (piu forte)
mis A; > misB; i = L,2,...,p,
allora in virtl del teorema 1.1 esiste v € N tale che Vn > v si ha
np>m; i=1,2,...,p.

Pertanto, in questo caso, la diseguaglianza (1) che figura nella dimostrazione del
teorema 2.1 puo essere sostituita con la seguente (assai pilt semplice)

S o
1 n+l

"t < AR @IS
dalla quale segue subito la tesi.

Esempio 1. Sia ¢;(x) la funzione ottenuta prolungando per periodicitd in
[0, +o0[ 1a funzione

fl(x)"—"‘;l_“ xe[O, %n[

Allora ¢ (x) ¢ una funzione periodica (di periodo %n) e per essa sono verificate
tutte le ipotesi del teorema 2.1, come si vede facilmente ponendo:

T 3 T 3
S SR - R A B
Aq [O 2[ 1 nzn C 27r q 1

Pertanto la serie ) ;' & convergente.
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Esempio 2. Sia ¢,(x) la funzione ottenuta prolungando per periodicitd in
[0, +o0[ la funzione

fo(x) = -;f;z xe [o, %n[

Allora ¢, (x) ¢ una funzione periodica (di periodo %TE) e per essa sono verificate
tutte le ipotesi del teorema 2.1, come si vede facilmente ponendo :

rT 2 T
ar=|3.57 a=[0.Z[;
=337 2 3
6 6 3
By = K& gvr[, B; = [g”’ 5%[;
_I2 . |
C—_37r,7r[,
_ 16
1= 25"

Pertanto la serie ) ;> & convergente.

Esempio 3. Sia ¢3(x) la funzione ottenuta prolungando per periodicita in
[0, 4+o0[ la funzione

S w

per x € [0, 7]
f3(x) = x2 ] 3 [
—3 per x € |m, 27r

Allora ¢3(x) & una funzione periodica (di periodo %n) € per essa sono verificate
tutte le ipotesi del teorema 2.1, come si vede facilmente ponendo :

rT 2 T
A -, = [1 A =[O»_[5
=13 37 2 3
B =] 6[ B—[6n-3—7r['
1""'_-7T’ Sn s 2_‘ 5 a2 3
r2
C = —-yr,yr[;
L3
__24
q_-'25' :

Pertanto la serie Y ;’ & convergente.
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Esempio 4. Consideriamo il problema di Cauchy

y' = sen’ (y +/ et dt)
0
y0) =0
e sia ¥ (x) la sua soluzione. Indichiamo con v, (x) la restrizione in [0, 2] della

funzione 1
— arctan ¥ (x)
T

e osserviamo che ¥ (x) risulta crescente, continua e tale che ¥ (2) < %
Consideriamo poi il problema di Cauchy ‘

y = sen’ <y + / et dt)
0
y3) =1

e osserviamo che, detta x (x) la sua soluzione (crescente e continua) e fissato un

numero & > 0 tale che
i1 +¢) <1,

esisteun T € (RT — Q)N]3, 4[ tale che x(T) < (1+¢). Sia x,(x) larestrizione
di x(x) a [3, T]. Poniamo, infine . ‘

o V1 (x) per x €[0, 2]
fa(x) = { (I =91@)x =2)+ ¥1(2) per x€12,3]
X1(x) per x €13, T[

e denotiamo con ¢4(x) la funzione ottenuta prolungando per periodicith in
[0, +o00[ la funzione f4(x). Si vede allora facilmente che scegliendo

Ar=1[0,2[; B =[3T[; C=[23 g=v1(0(1+9),

la funzione @4(x) verifica tutte le ipotesi del teorema 2.1, e pertanto la serie o
¢ convergente.

Esempio 5. Sia ¢s(x) la funzione ottenuta prolungando per periodicita in
[0, +o0[ la funzione

3
5 per x =0
fs(x) =

x+3 er ]03[
w4 PTESRST
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Allora ¢s(x) & una funzione periodica (di periodo %n) e per essa sono verificate
tutte le ipotesi del teorema 2.2, come si vede facilmente ponendo :

rTT T T
A - _,_l:, A :[’_[;
S ) 2= 05
B——PS 7~[ B-—[7 377['
1——_67[’ 6” ’ 2 - 67T,2 ’
C_"yr Syr[
L2

Pertanto la serie Y ;° & divergente.

Esempio 6. Sia ¢g(x) la funzione ottenuta prolungando per periodicita in
[0, +o00[ la funzione '
3 per x =0
x)=1 x* 3 3
Jox) -2—5—1—2 per xe]O, -z—n[
Allora @g(x) ¢ una funzione periodica (di periodo %yr) e per essa sono verificate
tutte le ipotesi del teorema 2.2, come si vede facilmente ponendo :

v/ 7 3 T 7
T MEAS ¥ A s
! 2 AT 2’ V1™
Pertanto la serie Y _3° & divergente.

Esempio 7. Sia ¢;(x) la funzione ottenuta prolungando per periodicita in
[0, +o0] 1a funzione

9
1
f1x) =1 4
4x

Ponendo I -
A1: _a_[a AZZ[O’_[:;
.3 2 3
-3 3
B, = —vmr[, Bz=[7f,—7f[;
| 4 2
rT 3
C= N l:a
204"

si vede facilmente che la funzione ¢7(x) (periodica di periodo %n) verifica tutte
le ipotesi del teorema 2.2, pertanto la serie Y 5’ & divergente.
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