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SULLE SERIE IL CUI TERMINE GENERALE
E DEFINITO PER RICORRENZA

- GIOVANNI FIORITO - ROSARIO MUSMECI
MARIO STRANO (Catania) (*)

In this paper we prove some theorems that emphasize properties
of the series whose terms are defined recursively. Suitable examples
and counter-examples complete the theory.

Introduzione.

Di recente alcuni autori (cfr. [1], [2], [3], [4], [5]) hanno preso
in considerazione serie numeriche il cui termine generale & definito
per ricorrenza, fornendo per esse interessanti criteri di convergenza
e di divergenza. In particolare in [1], [3], [4], e [5] viene dimostrato
un integral test con ipotesi piti 0 meno restrittive sulla funzione
generatrice. Fort e Schuster deducono da questo criterio due utili
teoremi (corollario 1 e teorema 2 di [4]). Questi due teoremi si
possono anche dedurre dai teoremi 2.1, 2.2, e 3.1 di [6].

Nel presente lavoro riprendiamo la teoria delle serie definite
per ricorrenza con l'obiettivo di fornire criteri di facile applicabilita.
In questo contesto viene data, con risparmio di ipotesi, una semplice

(*) Entrato in Redazione il 3 dicembre 1991.
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dimostrazione (teoremi 1.3 e 1.5) del corollario 1 e del teorema 2 di
[4] indipendente da altri risultati e viene generalizzato un classico
teorema sull’approssimazione di un punto fisso (teorema 1.6). Inoltre
dimostriamo nuovi criteri di convergenza e di divergenza per le serie
Zys € Iy, (per le notazioni si veda piu oltre) facendo opportune
ipotesi sulla funzione generatrice f e sulla funzione g. Alla fine
del n. 1 illustriamo con opportuni esempi e controesempi i teoremi
dimostrati. Nel n. 2, infine, dimostriamo alcuni teoremi riguardanti
le serie di funzioni definite per ricorrenza,

Le funzioni prese in considerazione nella presente nota sono
reali di variabile reale; le notazioni adoperate sono quelle piu diffuse
ad eccezione delle seguenti, introdotte allo scopo di rendere piu
breve I'esposizione. ,

Assegnate due funzioni f(z) e g(z) e un sottoinsieme E di IR
consideriamo V) € E la successione (definita per ricorrenza dalla
funzione generatrice f(z))

(%) {al:A

a1 = flan)
e le serie
(%) _ i Qn
) =1
(2 %) 3 6(an)

=1

Nel seguito denoteremo la successione (x) col simbolo {an}rs €
le serie (xx) e (xx %) coi simboli X, ; e %, ;, rispettivamente.

Inoltre, assegnate due funzioni ¥(z) e f(z) consideriamo la
successione di funzioni (definita per ricorrenza)

{ ¢1(z) = Y(z)
Orr1(z) = fPn(z))

e la serie di funzioni

D ¢al@) ).
w=1
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Nel seguito denoteremo la serie (+) col simbolo Xy, ;.

Ringraziamento. Gli autori sono grati al prof. F. Guglielmino
per gli utili consigli dati durante la stesura del presente lavoro.

1. Serie numeriche.
Sussistono i seguenti teoremi.

TEOREMA 1.1. Sia f(z) una funzione definita nell’intervallo

[0, +ool; si ha:
1) se 0< f(z) < kz ¥ z € [0,+0o[ con k € [0,1] ed E = [0, +ool, allora
la serie Z,; é convergente e per il suo resto R, sussiste la

maggiorazione
Y. A
-
2) se f(z) >z Vz€l0,+o0] ed E =)0,+ccl, allora la serie Z,; &
- divergente.

Dimostrazione. Basta osservare che nel caso 1) si ha

a1 < AL VnelN

e nel caso 2) |

TEOREMA 1.2. Siano f(z) e g(z) due funzioni definite nell’inter-
vallo [0, +oo[ e verificanti le seguenti condizioni:

1) 0< f(z) < g(z) V z € [0, +ool;

2) almeno una delle due funzioni f(z) e g(z) sia non decrescente.
Allora, posto E =[0,+oo[ e X < u, si ha che:

— se ld serie T, , é convergente allora la serie X, ; é convergente;
—~ se la serie I,y é divergente allora la serie Z,, e divergente.

Dimostrazione. Indichiamo con a, € b, i termini generali delle
serie Z, s e I, , rispettivamente. Supposto a, < by, si ha:

an1 = flag) < f(bn) < g(bn) = bpe1
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se f(z) € non decrescente;
an1 = flan) < glan) < g(bn) = bpnt

se g(z) @ non decrescente.
Da queste relazioni in virtu del principio di induzione segue
ovviamente la tesi.

TEOREMA 1.3. Sia f(z) € C°([0,a]) e verificante le condizioni:
DO f@ <z Yz €l0,al;

2) 3 f'(0) e risulta f'(0) < 1.

Allora, poéto E=[0,a), la serie T, s ¢ Aconvergente.

Dimostrazione. Cominciamo con P'osservare che dalla condizione
1) segue subito che f(0) =0 e inoltre la successione {a,},; & non
crescente ed infinitesima. Proviamo ora che la serie Z, s & convergente.
A questo scopo, notiamo che se esiste # ¢ IN tale che a; = 0 allora
risulta a, =0 ¥V n> i, e la tesi & ovvia. Se invece & a, >0 Vne IN

allora si ha:
lim L = fim £9) _ o)

00 QO n—oo Gy

e quindi la tesi.

TEOREMA 14. Sia f(z) una funzione definita nell’intervallo
[0, +ool e verificante le seguenti condizioni:

1) f(z) >0 Vz€l0,+00l, f(0)=0;

2) 3 f(0) e risulta f'(0) > 1.

Allora, posto E =10, +oo[, la serie I, s e divergente a +cc.

Dimostrazione. Basta osservare che la successione {an})s nON &

infinitesima come si prova subito procedendo per assurdo e tenendo
conto che esiste § > 0 tale che f(z) > 7 se 0 < 7 < 6.

TEOREMA 1.5. Sia f(z) una funzione definita nell’intervallo
[0, a], ivi derivabile e verificante le seguenti condizioni:
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DOo< f(z) <z VYz€l0,al
2) fl(O)=1;
3) 3 f"(0).

Allora, posto E =)0,a), la serie I, ; é divergente a +ooc.

Dimostrazione. Cominciamo con l'osservare che dalla condizione
1) segue subito che f(0) = 0 e inoltre la successione {a,}, s & decrescente
ed infinitesima.

Utilizzando la formula di Taylor col termine complementare di

Peano si ha:
2 .
(1 @)=+ %(f”(()) +w(@) Yzel0al

Pertanto, essendo
1"
min f"(0) + w(z) <0,
[0,a] 2

posto
. f"(0) + w(x)
= —min ——————,
[0,a] 2

dalla 1) segue
) f(z) > z — kz? Y z € [0,al.

Poiche la successione {a,}, s € infinitesima esiste v € IN tale che

an < % VY n> v. Introduciamo a questo punto la funzione

1
g(z) =1 — ka? T € l:O, Q—}E}
e consideriamo la successione {b,},, ,. E facile provare che la serie
., € divergente a +oco. Infatti se m & un numero naturale tale che
1 “1

g S0 <op

risulta, procedendo per induzione e tenendo conto della crescenza di

g(x),
1

"> T+ 2(n— DIk

b Vne N,
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e cio prova, ovviamente, che la serie %, , diverge.

Pertanto tenendo conto della (2) e procedendo come nella
dimostrazione del teorema 1.2 segue la tesi.

TEOREMA 1.6. Sia f(z) una funzione definita in un intervallo
I e verificante le seguenti condizioni:

1) 7o € I & soluzione dell’equazione f(z) = z;

2) 3 f'(zo) e risulta | (zo)| < 1.

Allora esiste un numero & = IR* tale che, posto E = [zg — 8, 19 + 6],
risulta f(E) C E e la successione {an}, s & convergente ad xy. Inoltre se
e 0 < f'(z0) < 1 la successione {a,}, s risulta crescente o decrescente a
secondo che sia X € [zo— 8, zo[ 0 \ E]zo, To+8), mentre se & —1 < f'(zg) < 0
la successione {a, — mo} risulta a segni alterni purché sia ).

Dimostrazione. Cominciamo con l'osservare che dalla condizione
2) segue che esistono k£ €]0,1[ e § € IR* tali che Vz ¢ [zo — 6, 10 + 6],
T#xg, risulta

I — Ty
e inoltre

f(@) — f(zo) >0 se f(zg) > 0, f(@) — f(zo)
T — Tg I — I

V)] < 0 se f'(zo) < O.

Proviamo ora che f(E) C E e che la successione {a,} s € convergente
ad xo. Infatti dalla (1) si ottiene

|[f(x) —xz0] <8  Vaz&lzg—6,z0+86],
e cio prova che f(E) C E. Inoltre dalla (1) si ottiene pure
lan1 — zo| < k™A — zo] VnelN,

e questa relazione implica, ovviamente, che la successione {an}rs €
convergente ad z,.

Dimostriamo a questo punto la seconda parte della tesi
distinguendo due casi.
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1°) caso. Sia 0 < f/(z0) < 1. In questa circostanza da (1) e (2)
segue

<M<l ViEE[CEo—é,CEo+6],$¢.’L‘o,

T — o
da cui

3) z < f(z)< xp Vaelzg—8,zol
e

“4) 0 < f(z) < x V z €lxg, 30 + 6.

Dalle relazioni (3) e (4) si ottiene rispettivamente

ap < Gpe1 < To Vne N se )€ [zo— 8, zol

To < Gpel < Qp Vne N se ) €lxg, zo +6].

Cio prova che la successione {a,},; & monotona come indicato
- nella tesi.

2°) caso. Sia -1 < f/(zp) < 0. In questa circostanza da (1) e (2)

segue
<M<O Vz€lzg—6,x0+ 8], x#xg,
T — X
da cui
) 1o < f(z) < —x + 2130 Vz € [z0— 6, zol
e
(6) — .’I:+2.’E0 < f(m) < Ty Vx E]CC(),:L’Q +6].

Dalle relazioni (5) e (6) segue poi facilmente che la successione
{an — z0} € a segni alterni purche sia \#z9, € cid0 completa la
dimostrazione ().

(') Osserviamo che le ipotesi del teorema non implicano che la funzione f(z)
sia una contrazione, e quindi non pud essere utilizzato il teorema del punto
fisso di Banach-Caccioppoli. Il risultato provato costituisce percié un miglio-
ramento di un classico teorema.
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TEOREMA 1.7. Siano f(z) e g(z) due funzioni definite in un
intervallo I e verificanti le seguenti condizioni:

1)z € } ¢ soluzione dell’equazione f(z) = z;

2) 3 f!(zo) e risulta |f'(zo)| < 1;

3) g(z0)=0e g(x)*0 Y z € I, z#x0,

4) 3 g'(zo) e risulta g¢'(zo)#0.

Allora esiste un numero § € IR" tale che, posto E = [zg — &, z¢ + 6],

la serie Z, ;, & assolutamente convergente.

Dimostrazione. Cominciamo con l'osservare che in virtu del
teorema precedente esiste § € R* tale che, posto E = [z¢ — 6, 2o + 6],
risulta f(E) C E e la successione {a,}, s € convergente ad xo.

Proviamo ora che la serie Z, ;, & assolutamente convergente. Se
esiste 7 € IN tale che a; = 7o, ci0 & ovvio. Se invece & a,#zo V n € IN,

si ha:

g(an+1)= glam1) flan) — 2o ap — xo vneN,
g(an) Gm1 —T0 an—xz0 glay)

e da questa relazione, tenendo conto delle ipotesi, segue subito la
tesi.

TEOREMA 1.8. Sia f(z) una funzione appartenente a C'([a,b]) e
a valori in [a,b] e g(z) una funzione appartenente a C'([a,b]). Siano
inoltre verificate le seguenti condizioni:

1) f(a)=ay,
2) fla)=1;
3) 3 f"(a) e risulta f"(a) < 0;
4) g(a)=0;
5) ¢'(a) > 0.

Allora esiste un numero § € IR* tale che, posto E =la,a + 6], la
successione {a,}»s € convergente ad a e la serie %, ;, ¢ divergente a

+00.



SULLE SERIE IL CUI TERMINE GENERALE E DEFINITO PER RICORRENZA 689

Dimostrazione. Dalle ipotesi segue subito che esiste § € IR* tale
che f(z) e g(z) sono crescenti in [a,a + 6] e risulta f(z) < z in la,a +6];
allora posto E =]a,a + 6], la successione {a,}, s € convergente ad a.

Proviamo ora che la serie (a termini positivi) Z, s, & divergente
a +oo. Applicando alla funzione f(z) la formula di Taylor col termine -
complementare di Peano si ha:

F@ = f@+ f@)a -+ T2 D g g

 cioe
fa@y=o+ LT UD G gy
da cui, osservato che

min L. @*w@ 4

[a,a+8] 2
e posto
i
k=— min @D *w@
[a,a+8] 2 )
segue .
(@) >z — k(z — a)® Vz € [a,a+6].

Poiché la successione {a,}, s converge ad a, esiste v € IN tale che

T ‘
an<a+5ic- ‘y’n_>_u.

Introduciamo ora la funzione
$(@) = - k(@ — 0)? € a0+
T)=1x a T € |a,at+3 p

e consideriamo la successione {b,},, 4. Se m & un numero naturale
tale che

+ : {b < +L
a mk 1=a 2k’
si ha
1

[m + 2(n— Dlk vnelN.

b, > a+



690 GIOVANNI FIORITO - ROSARIO MUSMECI - MARIO STRANO

Inoltre si prova subito per induzione che b, < aywn1 ¥V 7 € IN.
Pertanto, ponendo

1

Tt I 2= Dk vnel,

Cn

la serie
g(a,) +g(aye1) + -+ gaysp-1) + - -

risulta minorata dalla serie
gle) +glc) + - +glcp) +- .

D’altra parte, essendo

lim 9(z) =g'(a) > 0,
a

T—a I —

[o o] o0
le serie Zg(cn) e E(C" — a) hanno lo stesso carattere, ed essendo la

n=1 n=1

seconda divergente a +oo segue ovviamente la tesi.

TEOREMA 1.9. Siano f(z) e g(z) due funzioni definite in [0, +oo[,
a valori in IR e verificanti le seguenti condizioni:

1) f(z) € C°([0, +oo]);
2) 3a € IR" tale che mlirp 1%g(z) = B#0;

3) lim —fEZ=f7>l.

T —+00 T

Allora 36 € IR tale che, posto E = [8,+ocol, la successione {an}r s
e divergente a +oo e la serie I, ;, & convergente.

Dimostrazione. Dalla condizione 3) segue subito che esiste
§ € IR" tale che

fl@) >z Yz € [8, +ool.
Da cio e dalla condizione 1) si ottiene che, posto E = [§,+o0], la

successione {a,}, s & divergente a +oo.
Proviamo ora che la serie X, ;, & convergente. Infatti, essendo

9(ans1) _ 9519(ant1) [ an }a
g(an) agg(an) f(a'n) ,
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segue

lim g(a'lH-l) - <_1_> ’
n—+oo  g(ay,) N
e quindi la tesi.

TEOREMA 1.10. Siano f(z) e g(z) due funzioni definite in [a, +oo[
e verificanti le seguenti condizioni:

1) f(z) >z Yz € [a,+ool;
2) sup (f(z)— z) < +oo;

[a,+ool

3) g(z) non crescente in [a,+oo[;
4) lir+n zg(z) = B € IR™.

Allora, posto E = [a,+o0], la serie 2, o € divergente a +ooc.

Dimostrazione. Poniamo k = sup (f(z) —z). Se & k=0 la tesi &
[a,+o00]

ovvia, mentre se & k£ > 0 si ha

f@)<z+k Y z € [a,o00[.

Da questa diseguaglianza segue

an <\ +(n— 1k VnelN,

da cui

ey 9(an) > g(A + (n— k) VnelN.

E poiche la serie Zg()\ +(n— 1)k) ha lo stesso carattere della serie

n=1

(divergente) Zmltl)—k in virth della condizione 4), dalla (1)
=1

segue ovviamente la tesi.

Osservazione. Essendo

f(@) _ f(:v)—a:+l

T T

)
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la condizione 2) implica che lim A 1. Pertanto il teorema 1.10

T—+00 I
risulta utile quando non & applicabile il teorema 1.9.

Terminiamo questo paragrafo con alcuni esempi.
Esempio 1. Conside,riamé Yk e']O, 1[ il problema di Cauchy:
y" ¥ %y’ + (senz)y = —et
y(0)=0
y'(O) =k
e sia ¢(z) la sua soluzione. E facile verificare che esiste § € IR* tale

che la restrizione f(z) di ¢(z) all'intervallo [0, §] verifica le ipotesi del
teorema‘1.3. Pertanto, posto E = [0, 6], la serie X, ; & convergente.

Esempio 2. Consideriamo la funzione
f(z) = arctgz z € [0,a], a € IR".

Per essa sono verificate le ipotesi del teorema 1.5, pertanto, posto
E =]0,a), la serie I, ; & divergente a +oo. \

Esempio 3. Consideriamo la funzione

4 5 9
f(z)——§m2 +z z €[0,a], con a < _18'_
Per essa sono verificate tutte le ipotesi del teorema 1.5 tranne
I'ipotesi 3). Posto E =]0,q], proviamo che la serie Z, ; & convergente.

Infatti, con facili calcoli si trova

e inoltre, posto

3 _1
by=n e cn=Zan2—-1
risulta
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Pertanto, essendo

. a a
lim =2,
n—+00 On-1 Qn-1

in virtu dei teoremi di Raabe e di Stoltz-Cesaro segue I'asserto.
Esempio 4. Consideriamo la funzione

. 1, 1
(@) = T — o+ Z‘Tz sin? - per z €]0, 1],
0 - per z=0.

Essa verifica tutte le ipotesi del teorema 1.5 tranne lipotesi 3).
Posto E =]0,1] la serie I, s risulta divergente. Infatti basta osservare

che sussiste la diseguaglianza
f(z) >z — * Yz €[0,1]

e ragionare come si & fatto nel teorema 1.5.

Esempio 5. Consideriamo le funzioni
f@=V2+z e g@)=2—1z ~ con g € [-2,+oo[.

Poiche l'equazione v/2+z =z ha in [-2, +oo[ solo la soluzione zp =2 e
risulta f/(2) = %, in virtu del teorema 1.6 esiste § € IR* tale che, posto
E =[2-6,2+6], la successione {a,}, s converge a 2. Si pud inoltre
provare che sciegliendo E = [-2,+oc[, la successione {a,}, ; & ancora
convergente a 2. Pertanto, posto E =[-2, +oo[, per il teorema 1.7 la
serie I, s, & assolutamente convergente.

Esempio 6. Consideriamo le funzioni

1
%+ 1

f@)=z+1 e g(x)= con z € [0,+oo[ e a € IR,

Esse verificano tutte le ipotesi del teorema 1.9 tranne la 3). E facile
provare che, posto E = [0, +oo[, la successione {a,}, s & divergente a
+00, mentre la serie I, ;, risulta convergente o divergente a secondo
che sia o > 1 0 a < 1 rispettivamente.

- Esempio 7. Consideriamo le funzioni

f(z)=log(l+€%) e g(z)= % S con z € [1, +ool.
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Posto E = [1,+00[, la serie Z,;, & divergente a +oo in virta del
teorema 1.10.

2. Serie di funzioni.
Sussistono i seguenti teoremi:

TEOREMA 2.1. Sia f(z) € C%([0,a]) e verificante le condizioni:
DO fiz) <z Vz€l0al;

2) 3 f(0) e risulta f'(0) < 1;

3) f(z) non decrescente in [0,a].

Sia inoltre v(z) una funzione definita in un intervallo («,f) e a
valori in [0, a).
Allora la serie di funzioni Ly, ; risulta totalmente convergente

z:n (o, B).

Dimostrazione. Osserviamo subito che in virtu del teorema 1.3
la serie di funzioni X, ; risulta convergente in («, ). Proviamo ora
che essa & totalmente convergente. A questo scopo, posto

L, = sup ¢, (z) VnelN
(a,8)

e considerata la successione {\,}, s, notiamo che risulta L, < \,

vV ne IN. Infatti L, = ); e inoltre supposto L,_; < \,-1 segue

Ly = sup ¢n(m) = sup f(¢n-—l(m)) < fWp-1) < f(>\n-1) = An.
(,8) (o,8)

Poiche la serie X, ; & convergente per il teorema 1.3, segue che

o0
anche la serie ELn é convergente, e ci0 prova la tesi.

n=1

TEOREMA 2.2. Sia f(z) una funzione definita nell’intervallo
[0, a], ivi derivabile e verificante le condizioni:

DO fz) <z Vze€l0al;
2)0< fllzy <k Vz €[0,al, con k€0, 1[.



SULLE SERIE IL CUI TERMINE -GENERALE E DEFINITO PER RICORRENZA 695

Sia inoltre 1(z) una funzione definita in un intervallo (a,8) e a
valori in [0,a), derivabile e verificante la condizione:

3) W(@)|<h Vz€(apf)con helo,l].

Allora la serie di funzioni Xy ; & totalmente convergente in
(o, B) e la sua somma ¢(z) & derivabile in («,B) e si ha:

¢'(z) = E ¢r () Vzel(,p).
n=1

Dimostrazione. Cominciamo con l'osservare che la condizione 2)
implica le condizioni 2) e 3) del teorema precedente, e pertanto la
Zyq)s € totalmente convergente in (@, 3). Proviamo ora la seconda
parte della tesi. Si vede subito che ¢,(z) & derivabile in (q, BV nelN.
Inoltre, posto ¢ = max(k, k), si ha

|6 (@) < ¢ VnelN.

o<
Poiche la serie Eq" é convergente segue ovviamente la tesi.

n=1
TEOREMA 2.3. Sia f(z) € C°(0,qa]) e verificante le condizioni:
DOoL fmy<z Vz€l0al; |
2) 3f(0) e risulta f'(0) < 1;
3) f(z) non decrescente in [0,a].

Sia inoltre y(z) una funzione definita in un intervallo [«, 8], ivi
misurabile e a valori in [0,a]. |

Allora, detta ¢(z) la somma della serie di funzione Zy(z),f» SUSsiste
la formula di integrazione per serie:

B oo B
/ ¢(z)dz = Z . On(z)dz.

=1 Ya

Dimostrazione. Cominciamo con l'osservare che le funzioni ¢,(z)
V n € IN sono misurabili e limitate, e quindi sommabili. Inoltre, in
virti del teorema 2.1, la serie I, ; converge totalmente in [«, 5],
e quindi la sua somma ¢(z) risulta misurabile e limitata in [o, 8] e
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percid sommabile. Per di pia, posto

D,(z) = ) $i(a),

k=1

le funzioni ®,(z) risultano misurabili e limitate in [«, 5] e si ha:
0 < Du(z) < Pty (2) < ¢(2) Vne N,

Pertanto, in virti del teorema di Lebesgue, risulta

B B
lim D, (z)dz = / ¢(z)dz,

=00
o

e quindi la tesi.
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