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SOMMARIO DI ALCUNE QUESTIONI
SUGGERITE DALL'OPERA GEOMETRICA DI R.C. BOSE

ADRIANO BARLOTTI (Firenze)

1. II 30 ottobre 1987 cessava la vita terrena di Ray Chandra
Bose: di un eminente uomo di scienza che nutriva un grande amore
per I'ltalia e che teneva in grande considerazione l'opera scientifica
di Beniamino Segre, di Guido Zappa e dei loro allievi che hanno
lavorato nel campo delle geometrie finite. Considero un vero onore
I'aver goduto della Sua amicizia e ritengo un mio dovere richiamare
Iattenzione dei giovani sui vari lavori collegati ad alcune Sue ricerche
condotte nell’area trattata da questo Convegno. Infatti sono certo
che non poche delle feconde idee che hanno dato vita ai Suoi lavori
possono portare ancor oggi ulteriori interessanti sviluppi. (*)

2. Piani finiti e sistemi completi di quadrati latini ortogonali.

Nel 1938 veniva pubblicato il lavoro [5] nel quale & dimostrato
il seguente teorema.

(*) Per notizie sulla vita di R.C. Bose si veda [12]; 'elenco delle sue pubblica-
zioni apparse fino al 1971 si trova nel volume [42].
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Un piano finito di ordine n esiste se e solo se esiste un sistema
completo di quadrati latini mutuamente ortogonali (SCQLMO).

Il teorema stabilisce un interessante legame fra una struttura di
tipo geometrico e una di tipo puramente combinatorio, ed & importante
esaminare come proprieta di una delle due strutture si traducano in
proprieta dell’altra. Un primo risultato veramente notevole in questa
direzione & stato ottenuto in [16] dove & messa in luce, sotto il nome
di «proprieta Dy» una particolare proprietd di un SCQLMO che ha
interessanti implicazioni di natura geometrica.

Precisamente un SCQLMO normato, S, si dice che possiede la
proprietd Dy quando i vettori «riga» di un quadrato di S sono uguali
(naturalmente in ordine diverso) a quelli di qualunque altro quadrato.
Ebbene la validita della proprietda D, & equivalente alla linearita
del sistema ternario di Hall associato in modo opportuno al piano
corrispondente ad S (cfr. [33], [30D).

In [3] & segnalato come il risultato precedente suggerisca il
problema di determinare le proprieta di un SCQLMO che permettano
di stabilire a quale delle diverse classi di Lenz appartiene il piano
associato al sistema. Il problema & certamente molto interessante,
ma una sua soluzione veramente utilizzabile sembra ancora lontana.
Sempre in [3] sono indicati altri risultati su particolari piani finiti
non Desarguesiani ottenuti usando il teorema di R.C. Bose dato in
(51

La nozione di quadrati latini ortogonali, introdotta da Eulero nel
1779, richiama alla mente il famoso «problema dei 36 ufficiali» (cfr.
p. es. [15], p. 1583) ed i bellissimi risultati ottenuti da Bose e altri in
[17], [18] e [19].

Indichiamo con N(n) il massimo numero di quadrati latini
mutuamente ortogonali di ordine n. Se » non & un numero primo o
una potenza di un numero primo, si conosce poco sulla funzione N(n)
per n > 6, (a prescindere dal fatto che N(n) < n— 1). Un interessante
attacco allo studio di questa funzione ¢ quello indicato in [14].

3. Il «packing problem».

Nel 1947 appariva il lavoro [6] nel quale viene considerato per
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la prima volta il «packing problem» e si indica come le soluzioni
particolari ivi trovate abbiamo applicazioni rilevanti in statistica. In
PG, q), per q pari, veniva data solo una limitazione superiore per
m(3,q). Successivamente E. Seiden (cfr. [41]) determinava m(3,4) e
B. Qvist (cfr. [34]) provava che in generale m(3,¢) = ¢* + 1.

In [30] P. Kustaanheimo faceva la congettura che ogni (¢q+ 1)-arco
di PG(2,q), con q dispari fosse una conica di questo piano: nel 1954 B.
Segre provava il suo famoso teorema (cfr. [35] [36]) che dava ragione
a Kustaanheimo. Tale teorema segna la nascita della «Geometria
di Galois», un nuovo ramo della Geometria che ha avuto sviluppi
veramente notevoli che hanno portato ad una vasta messe di risultati
(cfr., p. es., [37], [39], [28], [29]).

Tornando al «packing problem», che ha interessanti applicazioni
anche nella teoria dei codici correttori di errori (cfr. p. es. [8], [27])
ricordiamo che i valori noti fino ad ora sono i seguenti:

m(r,2)=2", r>2 (Bose, 1947).
m(2,q) =q+1,qdispari (Bose, 1947).
m(2,q) = q+ 2, q pari (Bose, 1947).

m@3,q)=q>+1 (q dispari, Bose, 1947; ¢ pari#2, Qvist 1952).
m(4,3) =20 (Pellegrino, 1970). -
m(5,3) =56 (Hill, 1973).

Sono state studiate anche limitazioni per m(r,q). Molti dei
risultati ottenuti sono elencati in [39] (p. 166, p. 190).

4. La teoria dei disegni.

Nel 1947 Bose teneva il «Presidential Address» nella sezione
statistica del «34% Indian Science Congress». L’argomento scelto era il
disegno (o progetto) degli esperimenti, un soggetto al cui sviluppo Egli
ha portato contributi veramente notevoli. In questa esposizione Bose
sottolineava con enfasi gli aspetti matematici della teoria. Certamente
¢ in buona parte merito Suo se la teoria astratta dei disegni & divenuta
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un importante capitolo della matematica combinatoria. Richiederebbe
troppo spazio ricordare qui le belle costruzioni di famiglie di disegni
ottenute, spesso con puro spirito geometrico, da Bose e dai suoi
allievi. Voglio perd ricordare che diverse costruzioni di classi di disegni
usando le geometrie finite sono state fatte anche nell’ambito della
scuola italiana. Fra le pitt recenti sono quelle illustrate in [22] e [43];
cfr. anche [4].

5. La rappresentazione di piani negli spazi a pit dimensioni.

Lo studio delle relazioni che intercorrono fra strutture di tipo
diverso porta spesso a notevoli progressi nella matematica. Un
risultato interessante e fecondo di sviluppi & quello ottenuto da C.
Segre nel 1891 che ha mostrato come si possa rappresentare il piano
complesso nello spazio reale a quattro dimensioni (cfr. [40]). Dopo
vari decenni, quando si & sviluppata la teoria dei piani proiettivi
non desarguesiani, si & visto che pud essere opportuno studiare i
piani di traslazione usando una loro rappresentazione in spazi a piu
dimensioni (cfr. [1], [20], [21], [38]). In particolare nel sommario di
[20] gli autori pongono il problema di costruire in un modo geometrico
che risulti «<naturale» ogni piano non desarguesiano partendo da spazi
proiettivi a pitt dimensioni.

R.C. Bose ha portato avanti questo programma di ricerca
indicando come si possano costruire e studiare altre vaste classi di
piani non desarguesiani (cfr. [13], [10]).

Ritengo interessante illustrare brevemente due di queste costru-
zioni, ¢ lo fard tenendo presenti le parole di Federigo Enriques (cfr.
[24], p. XI): «ad ogni problema compete in qualche modo un suo grado
di generalita, che & il primo grado in cui il problema stesso rivela la
sua vera natura; ed importa che lo studioso apprenda a riconoscere
come potenzialmente data in questo la generalizzazione ulteriore.

Indichiamo dapprima il caso pitt semplice del procedimento che
porta ai piani di traslazione. Sia S; uno spazio proiettivo a quattro
dimensioni, e fissiamo in esso un iperpiano ¥. Una fibrazione S di
2 ¢ un insieme di rette di T tale che ogni punto di T & contenuto |
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in una e una sola retta di S. Chiameremo 7" il piano di traslazione
che si ottiene partendo da (S4,Z, S). Nel seguito allo scopo di evitare
confusione fra gli elementi di 1" e quelli di S4, chiameremo 7-punti e
T-rette i punti e le rette di 7. _

I T-punti sono di due tipi: i T-punti di prima specie sono dati
dai punti di S5 non appartenenti a Z, i T-punti di seconda specie
sono invece le rette della fibrazione S. Anche le T-rette sono di due
tipi. Le T'-rette di prima specie sono i piani di S4 che passano per le
rette di S e non appartengono a X; esiste una sola 7"-retta di seconda
specie ed e data da X. Per completare la costruzione del piano 7T
occorre ancora definire lincidenza fra i T-punti e le T-rette. Per
questo stabiliremo che un T'-punto ed una T’-retta sono incidenti se e
solo se I'’elemento di S4 che rappresenta la 7'-retta contiene ’elemento
di S4 che rappresenta il T-punto. E facile controllare che i T-punti
e le T-rette, con lincidenza ora definita, verificano i postulati che
definiscono un piano proiettivo; il piano T & un piano di traslazione
quando si assuma come retta impropria la retta di seconda specie.

Il procedimento di «derivazione» (cfr., p. es., [23], pag. 223)
trova una chiara illustrazione mediante la rappresentazione spaziale
che abbiamo ora indicato. Precisamente il passaggio da un piano di
traslazione (derivabile) al piano derivato corrisponde a modificare la
fibrazione S sostituendo in essa le rette di un regolo (cioed di un
sistema di generatrici) di una determinata quadrica con le rette del
regolo opposto. _

Indichero ora un secondo procedimento per costruire piani
proiettivi che pur essendo strettamente collegato al precedente
presenta qualche notevole differenza nel modo di esprimere l'incidenza.
Sia S4 uno spazio proiettivo a quattro dimensioni: fissiamo in esso
due iperpiani distinti £ ed Q e sia S una fibrazione di £ che sia
anche una fibrazione duale, cioé tale che ogni piano di X contiene
una retta di S. Indichiamo poi con s la retta di S che appartiene al
piano nel quale si intersecano X ed Q.

Partendo da (Ss4,Z,Q,S) si costruisce un piano proiettivo A, i cui
punti e le cui rette chiameremo A-punti e A-rette, (cfr. [13]). I A-punti
e le A rette sono di tre tipi diversi:

I A-punti di prima specie sono dati dai piani non appartenenti a
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2 e passanti per le rette di S diverse da s.

I A-punti di seconda specie sono i piani passanti per s e non
contenuti né in £ neé in Q.

Infine i A-punti di terza specie sono i punti di s.

Le A-rette di prima specie sono i punti di S; non appartenenti
ne a X ne ad Q.

Le A-rette di seconda specie sono i piani di Q che non contengono

C’¢ una sola retta di terza specie, ed e la retta s.

Una A-retta di seconda specie & incidente con un A-punto di
prima specie se e solo se i piani di Sy che ad essi corrispondono
si intersecano lungo una retta. In tutti gli altri casi un A-punto &
incidente con una A-retta se e solo se I'elemento di Sy che corrisponde
al A-punto contiene od & contenuto nell’elemento corrispondente alla
A-retta. Si riconosce che il piano A che abbiamo ottenuto & il derivato
del duale del piano di traslazione che corrisponde col procedimento
precedente a (S, X, S). Il procedimento di derivazione si effettua su
un piano «affine». Nel caso in esame si deriva il duale di 7" reso affine
togliendo la retta di esso che corrisponde ad s. Per ulteriori dettagli
cfr. [13].

Per dimostrare che la struttura A & un piano proiettivo conviene
considerare la struttura che si ottiene da A cancellando i punti di
seconda e terza specie e la retta di terza specie e provare che questa
(rispetto all'«incidenza» fissata) & un piano affine (cfr. [13]).

Per ulteriori indicazioni relative allo studio di piani e altre
strutture attraverso una rappresentazione spaziale si veda [2].

6. Le geometrie parziali.

Terminero la mia breve rassegna citando il lavoro [9] nel quale
si introduce il concetto di geometria parziale allo scopo di unificare e
generalizzare teoremi appartenenti a campi diversi. Questo concetto
¢ risultato della massima importanza per studi di altri autori (cfr.
p. es. [25]). Per una dettagliata esposizione di questioni collegate a
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quelle esposte nel lavoro sopra citato si veda il testo delle lezioni
tenute da R.C. Bose in un corso C.I.M.E. nel 1972 (cfr. [11]).
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