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SU CERTE CURVE DI GENERE MASSIMO IN IP°
MARIA GRAZIA CINQUEGRANI (CATANIA) (*) (**)

In this paper we describe the smooth connected curves in IP3
having degree d = (s —1)>—r, (0<r<s—4, s>4), not lying on a
surface of degree s —1 and having maximal genus G(d,s). Moreover
we see that the deficiency module of these curves, when it is not
zero, is k,;_o. At last we study the family of these curves in the
Hilbert scheme.

Introduzione.

In IP} (k campo algebricamente chiuso di caratteristica zero), in-
dichiamo con G(d, s) il genere massimo di una curva liscia, connessa,
di grado d, non contenuta in una superficie di grado s — 1.

Gruson e Peskine hanno calcolato G(d,s) per d > (s —1)2+1 ed
hanno dato una descrizione completa delle curve che raggiungono il
genere G(d,s); pil precisamente: per d > s(s—1) tali curve sono curve
a.C.M. (aritmeticamente Cohen-Macaulay), residue in una completa
intersezione di una curva piana; per (s—1)2+1<d < s(s—1) sono
curve ancora a.C.M., ma legate in una completa intersezione (s, s)
ad una curva Y su una quadrica; per d = (s — 1)2 + 1 sono curve

(*) Entrato in redazione il 2 ottobre 1990.
(**) Lavoro eseguito con i fondi del M.P.I..
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legate in una completa intersezione (s,s) ad una curva Y su una
quadrica, residua di una curva di grado 2 e genere aritmetico —1
in una completa intersezione (2,s) (vedi [5], e [6]).

In [4], Ellia determina G(d,s) per d=(s=1)2—-r, 0<r < s5—4,
fornisce esempi di curve che raggiungono tale genere massimo e
pone la questione se ogni curva che realizza G(d,s) si ottenga con
il procedimento da lui descritto (vedi [4], III.7.1: Remarque (i)).

Chiameremo curva un sottoschema 1-dimesionale di IP} che sia
equidimensionale e localmente Cohen-Macaulay.

Nel seguito C denoterd sempre una curva liscia, connessa, di
grado d di IP?, non giacente su una superficie di grado s—1, e
avente genere massimo G(d,s), non a.C.M.. _

In questo lavoro diamo una descrizione delle curve C, di grado
d=(s=-1)2—r, 0<r<s—4, s>4. _

Piti precisamente vediamo che nel caso 0 <r<s-5,s>5 una
tale curva C & legata in una completa intersezione (s,s) ad una
curva Y, unione di una curva piana Y” e di una curva Y’ su una
quadrica @, con Y’ residua in una completa intersezione (2,s) di
una curva di grado 2 e genere aritmetico —1; inoltre Y/ =QnNY.

Essenzialmente tali curve sono le curve costruite da Ellia (vedi
[4], II1.7: Lemme).

Nel caso r = s—4, s > 4, proviamo che C & legata in una completa
intersezione (s,s) ad una curva Y giacente su una superficie cubica,
residua in una completa intersezione (3,s) di una curva Z di grado
5 e genere aritmetico 1, non giacente su una quadrica.

Di queste curve C calcoliamo poi il modulo delle deficienze e
la specialita. _ |

Osserviamo che nei casi d =52 —3s+6, (s >5), e d=15, (s = 5)
oltre alle curve C precedentemente descritte ci sono curve C; a.C.M.
che raggiungono il genere massimo G(d,s) (vedi [4], Théoréme).

Nel § 4 infine studiamo la famiglia delle curve di lPi, liscie,
connesse di grado d =(s—1)2~7», 0 <r < s—4, s >4, non giacenti
su una superficie di grado s— 1, che raggiungono il genere massimo
g = G(d,s) nello schema di Hilbert H(d,g).
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1. Come nellintroduzione, sia C una curva di IPZ, liscia,
connessa, di grado d, non a.C.M., non giacente su una superficie di
grado s — 1, avente genere massimo G(d,s).

Per [4] (Théoréme), nel caso in cui d=(s—1)2—r, 0< r < s — 4,
s >4, C ha &), , come carattere ed é contenuta in un fascio di
superfici di grado s.

Siano F e F' due superfici di grado s contenenti C e sia Y la
legata a C nella completa intersezione di F e F.

In questo paragrafo ci proponiamo di caratterizzare ¥ nel caso

s> 6, d=(s=1)2—r, O_<_r§s——6.

TEOREMA 1.1.Se d=(s—1)?~r, 0<r<s—6, s> 6, allora si ha:

1) Y contiene una curva Y’ di grado 2s—2 giacente su una quadrica
Q, con Y’ legata in una completa intersezione (2,s) ad una curva
di grado 2 e genere aritmetico —1;

2) QNY =Y, cioé lideale di Y’ in Oy coincide con lideale QOy;

3) Detta Y" la residua di Y' in Y rispetto a Q, Y" é una curva
piana di grado r+ 1; inoltre si ha la sequenza esatta:

0—Jy — Jy/ — Oyu(——Q) — 0.

La prova del teorema 1.1 segue dai lemmi seguenti.

LEMMA 1.2. Y é una curva riducibile, contenente una curva Y’
di grado 2s — 2, giacente su una quadrica Q.

Dimostrazione. Dal carattere numerico di C, con facili calcoli,
si ricava la differenza prima della funzione di Hilbert della generica
sezione piana CNH di C:

1,2,3,4,...,s—1,s=1,s=3,s—4,...,r+2,7,r~1,...,1,0

é quindi, per liaison (vedi [3] 3. Theorem), la differenza prima della
funzione di Hilbert della generica sezione piana ' di Y:

1,2,3,3,3,...,%,3,2,...,%,1,0

r+1 s—r—4
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da cui si deduce che TI' & contenuta in una cubica piana, che &
spezzata in una conica G contenente un sottoschema IV di T' di
grado 2s — 2 (vedi [7], Proposition oppure [13], Proposition 2.2 e
Remark 2.3). ,

Indichiamo con I il sottoschema zero-dimensionale residuo di
I in T in rapporto a G; I'" & contenuto in una retta ed ha grado
r—+ 1.

Usando [17] Lemma 2, si deduce allora che Y & riducibile e
contiene una curva Y’ di grado 2s —2 la cui generica sezione piana

by

é I'. La differenza prima della funzione di Hilbert di I" &:
1,2,...,2,1
da cui segue ([16]) Teorema 4) che Y’ & contenuta in una quadrica Q.

LEMMA 1.3. Sia Y’ come nel Lemma 1.2. Allora Y' é legata in
una completa intersezione (2,s) ad una curva X di grado 2 e genere
aritmetico < —1.

Dimostrazione. Sia X la legata a Y’ nella completa intersezione
di F con @. Ricordiamo che poiché C non giace su una superficie di
grado s — 1, h%(Jc(s— 1)) = 0; ma h°(Jc(s — 1)) = h%(Jy (s — 3)) (vedi
[15], Remarque 1.5) da cui h?(Jy (s — 3)) = 0.
Consideriamo la sequenza esatta:
Ty

e la sequenza esatta lunga:

Ty

o H2b(‘7y(3 —3)) — Hj(jy:(s - '3))V—&.H2 (77(3 - 3)) —_ e,

Osserviamo che H? (ﬁ'—(s ~ 3)> = 0 poiche i e un fascio a
Ty Ty

supporto su Y con Y schema 1-dimensionale. Ne segue allora che
h*(Jy:(s —3)) = 0 e quindi h°(Jx(1)) =0, da cui si deduce che X ha
genere aritmetico < —1. O

LEMMA 1.4. Siano Y, Y', Q come nel Lemma 1.2. Sia Y" lo
schema residuo di Y rispetto a Q, cioé lo schema in Oy definito dal
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fascio di ideali ann (Q) (ove indichiamo ancora con @ lequazione
locale di @ in Oy). Allora Y" & una curva di grado r+ 1, la cui
generica sezione piana e T,

Dimostrazione. Vedi [17], prova della Proposizione 2.

LEMMA 1.5. Siano Y,Y',Y",Q,X come nei lemmi precedenti.
Allora Y =QnNY, X ha genere aritmetico uguale a —1 e Y" & una
curva piana. ' | o

Dimostrazione. Dalla sequenza esatta:

Ty
0 — -— { — —— — ()
Ty = Ty 7
si ha per n > 0 la sequenza esatta:
M 0= G )~ B~ 1 (o)) ~ 0.

Poiche HO(Jy(n)) = ‘”2:3

di v, e g(Y) & il genere aritmetico di v, da (1) segue:

("37) =ne=teamy e (Fm) = (1) —ne ~ 1400

> —(ne+1- g(Y)), dove c & il ,grado

dove ¢’ & il grado di Y’ e g(Y’) & il genere aritmetico di Y’; quindi,
ponendo ¢ — ¢’ = ¢’ =grado di Y, si ha

@) o) = ne" 497 = 1 (T m)) .

N

5%

Da Y’ C Q segue Q0y C 2~ o quindi A° (?—Y(n)> >h%(Q0y (n)).
, Y
Inoltre si ha: QOy = Oyu(-2) e quindi per » > 0 &:

hO(Q(')y (n) = hO(Oy/I(—Q +n))=(-2+ .n)c” — g(Y”) + 1.

Sia Y = Y/UY” una curva costruita come in [4], III.7: Lemme, dove
Y’ & una curva di tipo (s,s—2) su una quadrica Q liscia e Y” & una
curva piana di grado r+ 1, ed inoltre Y/ e Y” si intersecano quasi
trasversalmente in 2r + 2 punti.
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Per Y si ha una relazione analoga alla (2):
D N " ¥4 «7Y’
(2) g(¥)=nc" +g(¥") - (n)
Tor =
dove —j}é— =QO0y.

Confrontiamo (2) e (2) e osserviamo che si ha:
g(Y") < g(Y"), poicheé Y’ e Y’ sono legate in una completa intersezione
(2,s) rispettivamente a X e X con g(X) < —1 = g(X) e vale il segno
uguale se e solo se g(X) = —1;

B0 (?’ (n )) > K°(QOy (n)) =

=(=2+n)c" —g(Y") + 12 (=2+n)" —g(Y") + 1= h*(Opu(~2 +n)) =
- T
= 1(Q0p () = 1 (L),
dove la seconda disuguaglianza & vera in quanto Y” & piana e quindi
g(Y") = g(¥Y"), e vale il segno uguale se e solo se anche Y” & piana

(vedi il lemma seguente).
Allora essendo ¢(Y) = ¢g(Y) ne segue:

g(¥") = g(¥")

e quindi
g(X) = -1

e (Fo)=r (%)

Dall’'ultima uguaglianza si ha: g(Y") = g(Y") e quindi Y” & una
curva piana e :

< n >)- = h%(QUy(n))  per ogni n>0,

da cui

Iy o
Ty =Q0y

cioe Y=Y NQ. |
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LEMMA 1.6. Sia C una curva di P? di grado d. Allora
9(C) < (d—=1)(d—-2)/2 e vale il segno uguale se e solo se C & una
curva piana.

Dimostrazione. Sia T'= CNH la generica sezione pianadi C e C
una curva di IP®> a.C.M., la cui generica sezione piana ha la stessa
funzione di Hilbert di I'. Allora si ha ¢(C) < ¢(C) e vale l'uguale se
e solo se C' & una curva a.C.M.. Sia Z una curva piana di grado
d. Dal confronto delle funzioni di Hilbert delle sezioni piane di 7 e
C segue che ¢(C) < g(Z) = (d—1)(d - 2)/2 valendo l'uguaglianza se e
solo se anche C & piana. O

Osservazione. Osserviamo che viceversa ogni curva liscia e
connessa legata in una completa intersezione (s,s) ad una curva
Y del tipo sopra descritto ha genere massimo G(d,s). Tali curve
esistono come visto in [4].

2. Siano C e Y come nel paragrafo precedente. In questo
paragrafo prendiamo in considerazione i casi in cui d = (s — 1) — r,
r=s—5ed r=s5—4, con s> 4. |

TEOREMA 2.1. Sia d=(s—1)2—r, r=5-5, s>5. Allora Y ¢
del tipo descritto nel Teorema 1.1.

Dimostrazione. Indichiamo, come prima, con T' la generica
sezione piana di Y. Proviamo che Y & contenuta in una super-
ficie cubica considerando separatamente i tre casi:

a) s =25, b) s =6, c) s > 6.

a) Dalla differenza prima della funzione di Hilbert di T:

1 2 3 2 1

si deduce che h%(Jr(3)) = 2. Poiché h!(Jc(n)) < 1, per ogni n,
(vedi [4], III.3 Lemma), & pure h'(Jy(n)) < 1, per ogni n, e
quindi h°(Jv (3)) > 1.

b) In questo caso Y & una curva di grado 12 e genere 18.



308 ‘ . MARIA GRAZIA CINQUEGRANI
‘Dalla differenza prima della funzione di Hilbert di T':
1 2 3 3 2 1

si deduce che h°(Jr(3)) = 1. Per provare che Y & contenuta in una
superficie cubica basta quindi provare che h'(Jy(2)) = 0.

Dalla sequenza esatta
0 H(Jy (2)) — H'(Opps(2)) — H(Oy (2) = H*(Fy (2)) =0

essendo h(Opps(2)) = 10, h°(J¥(2)) = 0 e inoltre (cf. [10], Ex. 5.2)
RO(Oy(2)) = 2grado (V) +1—g(Y)+Rr:H(Jv(2)) = 24 + 1 — 18 + h*(Fyv (2)),
basta provare che h?(Jy(2)) < 3. Ma, per liaison, h%(Jy(2)) =
hO(Jc(6)) = 2 e h®(Jc(6)) < hO(Tenm(6)) = 5.
¢) Dalla funzione di Hilbert di T' si deduce che nella risoluzione
minimale dell’ideale omogeneo I+ in R = k[zg,z1,22], non ci sono
sizigie in grado < 5 (vedi [2], Theorema 2.1), da cui per [16]
Teoréema 4, si ha che Y & contenuta in una superficie cubica.

Sia Z la legatd a Y nella completa intersezione (3,5). Si ha che
grado (7) =6 e g(Z) =3. Sia A la generica sezione piana di Z.

La differenza prima della funzione di Hilbert di A é:

1 2 2 1.

La risoluzione minimale dell’ideale omogeneo I, (vedi [2], The-
orem 2.1) & del tipo: :

0 — R(=5) ® eR(~4) — eR(—4) ® R(=3)® R(~2) — Iy =0  con ¢ =1,

(poiche se fosse ¢ = 0 per [16], Theorem 4, Z sarebbe contenuta
in una quadrica), e quindi contiene una sizigia di grado 4 ed un
generatore di grado 4. '

Per liaison (vedi [15], Proposition 2.5) si ha che la risoluzione
mnimale di I+ contiene un generatore ed una sizigia di grado s— 1.

La risoluzione minimale di Ir ha quindi la forma

0— R(—s—1)®¢eR(-s)® R(—s + 1) —
ER(-8)® R(—s+ 1)@ R(—s +2)® R(-3) = Ir — 0 con 0 <e< 1.
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La sizigia di gado s —1 di Ir lega il generatore di grado 3,
diciamolo K; ed il generatore di grado s — 2, diciamolo K, e sara
del tipo:

(¥) KioF, =KyolL, con grado (Fj)=s—4, e grado (L) = 1.

Poiché L non divide Fi, si ha che K; = LoG, dove grado (G) =2
e la (*) diventa: Go F} = K,. Ne segue che il sistema lineare delle
curve di grado s —2 contenenti I' ha una parte fissa che & la conica
G, contenente un sottoschema IV di T di grado 2s — 2 (vedi [13],
Proposition 2.2).

Ripetendo quindi quanto detto nel caso generale (s >6,0<r<
s — 6) si prova che Y & del tipo descritto nel Teorema 1.1.

TEOREMA 2.2. Sia. d=(s—1)2~r, r=5—4, s > 4. Allora Y giace
oW una superficie cubica, ed ¢ legata in una completa intersezione
(3,5) ad una curva Z di grado 5 e genere aritmetico 1, non giacente
su una quadrica.

Dzmostrazzone Come nella proposizione precedente, per provare
che Y & contenuta in una superficie cubica consideriamo separata-

mente 1 tre casi:

a) s =4, b) s =5, c) s > 6.

a) Come nel caso a) del Teorema 2.1., con la differenza che in
questo caso h%(Jr(3)) = 3. |

b) Come nel caso a) del Teorema 2.1, con la differenza che in questo
caso h°(Jr(3) = 1 e h'(Jy(2)) = 0: cid segue dalla sequenza esatta

0 — H (T (2) = H(Opps(2) = H(Ox(2)) — H'(Jv (2)) — 0

essendo ho((D ps(2)) = 10, A°(J¥(2)) = 0 e inoltre (cf. [10], Ex.
5.2) h0(0y(2)) =2 grado (Y)+1— J(Y) +h2(Jy(2)) =20+ 111+
h%(Je(4)) = 10.

c¢) Come nel caso ¢) del Teorema 2.1.

Sia Z la legata ad Y nella completa intersezione (3,s). Si ha
~ che Z & una quintica di genere aritmetico 1 che non & contenuta in
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una quadrica, altrimeni C sarebbe contenuta in una superficie di
grado s— 1. O

Osservazione. Nell’esempio di curve di genere massimo di Ellia
la superficie cubica contenente Y & spezzata in una quadrica ed in
un piano e quindi Z & unione di una cubica piana e di due rette
sgembe L; e L, che intersecano detta cubica ciascuna in un punto.
Facciamo vedere che non necessariamente si verifica tale situazione.

Infatti nel seguente esempio si prova che si possono ottenere
curve C a partire da una qualunque curva Z liscia connessa di
grado 5, genere 1 e di rango massimo.

ESEMPIO 2.3. ‘Sia Z una curva di grado 5 e genere 1 di
IP?, liscia, connessa, giacente su una superficie cubica e non su
una quadrica. Si vede facilmente che & h3(Jz) = 0, h%(Jz(1)) = 0,
ht(Jz(2)) = 0.

Applicando il lemma di Castelnuovo-Mumford [14], segue che
Iz & generato in grado 3 quindi per ogni s > 3 esiste una superficie
S di grado s liscia contenente Z. Sia II la gnerica sezione piana di S.
Consideriamo su § il sistema lineare |Z + (s — 3)II| e proviamo che il
generico elemento di questo sistema lineare & la curva cercata. Tale
sistema non ha Z come componente fissa; ci0 segue dalla sequenza:

0 — H(Os((s = 3)I)) — H(Os(Z+(s~3)II)) — H(Oz(Z+(s—3)I)) — 0

in quanto HO(Oz(Z + (s — 3)II)) = H%wz(1)) # 0.

Allora dal teorema di Bertini segue che la generica curva C
del sistema lineare |Z + (s — 3)II| pud -avere solo punti multipli fissi i
quali devono appartenere a Z. Ma poiché Z & una curva liscia, per
ogni P € Z esiste una curva del sistema lineare |Z + (s — 3)II| liscia
in P, e quindi la generica curva C € |Z + (s — 3)II| & liscia.

Inoltre detti Jo e J i fasci ideali di C e Z su S si ha:

W(Jc) = b} (Je) = k1 (0s(C)) = h'(Tz(3 - 8)) = h'(T2(3 ~ 5)) = 0,
essendo 3 —s5<0

Ne segue che il generico elemento C del sistema lineare |7 +
(s — 3)II| & una curva liscia, connessa, di grado d, che ha genere
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G(d,s), e non giace su una superficie di grado s —1 in quanto
hO(Je(s — 1)) = h°(T2(2)) = 0.

Osservazione. Osserviamo che C si pud ottenere anche mediante
una doppio legamento a partire da Z prima mediante una completa
intersezione (3,s) e poi mediante una completa intersezione (s, s).

3. In questo paragrafo calcoliamo il modulo delle deficienze e
la specialita in ogni grado delle curve C di grado d, liscie, connesse,
di genere massimo, non giacenti su una superficie di grado s— 1,
non a.C.M..

Consideriamo dapprima il caso d = (s—1)2-=7», 0 < r < s—05,
s> 5.

PROPOSIZIONE 3.1. Il modulo M(C) é isomorfo a k,_s cioé

3

‘ 0 per n#s—2
(C)={
k per n=s-2

in particolare C e una curva aritmeticamente di Buchsbaum, di
rango massimo e per ogni t > s si ha h°(Jc(t)) = hO(Tonm(t)).

Dimostrazione. Riferendoci alle notazioni del §1, osserviamo che
Y’, essendo legata in una completa intersezione (2,s) ad una curva
di grado 2 e genere aritmetico -1, & tale che:

0 per n#s—2
Mn(Y/):{ :
: k per.n:s—fz

Invece Y & p1ana quindi a.C.M. e allora Mn(Y”) =0 per ogni
n. Consideriamo la sequenza esatta: .

= HY(Jyi(n)) L HO(Oyu(n - 2)) —
— H'(Jy(n)) = H'(Jy:(n)) = H'(Oyn(n—2)) — -+

in cui Papplicazine f € suriettiva (vedi [4] Lemma III.2) per ogni n,
quindi A'(Jy(n)) =0 per n# s — 2.



312 MARIA GRAZIA CINQUEGRANI

Per n = s — 2, essendo h!(Oy.(s—4) =0 perche r<s—4, si ha
HY(Jy(n)) =k, da cui la tesi. o

Lo stesso vale nell’altro caso r = s — 4, osservando che

0 per n#1
M, (Z) :{

1 per n=1

Calcoliamo infine la specialita di C.
Denotiamo con e = max{n € N|H(Oc(n) # 0}. Poiche Y sta su
una superficie cubica e non su una quadrica, si ha e =25s—-7, e piu

precisamente h'(0.(2s—17)) = {; gzi : i 8

4. In questo paragrafo studiamo la famiglia descritta dalle
curve C nello schema di Hilbert H(d,g) con g = G(d,s).

TEOREMA 4.1. Sia d=(s—1)2~r, con 0 <r<s—6, s> 6 oppure
r=s—4, s >4, s # 5 Allora esiste un’unica componente H dello
schema di Hilbert H(d,g) contenente una curva C liscia, connessa,
di grado d e genere g = G(d,s), non giacente su una superficie di
grado s — 1. ‘H é genericamente liscia.

Dimostrazione. AConsideri’amo prima il caso 0 <r <s-6, s> 6.

Siano C e Y come nel Teorema 1.1; ¥ giace su una superficie
cubica; indichiamo con Z la legata a Y nella intersezione completa
(3,s). Siano C C H(d,g), Y e Z le famiglie descritte rispettivamente
da C,Y e 7.

Osserviamo che tutte le curve di ¢ hanno lo stesso modulo delle
deficienze, lo stesso carattere e di conseguenza per ogni n, h°(Jc(n))
e costante per ogni C € C. |

Ne segue per [1], Corollary 2.3. che C & una famiglia irriducibile.
Lo stesso dicasi per le famiglie Y e Z.

In particolare C appartiene ad un’unica componente H dello
schema di Hilbert, e la famiglia C & densa in .

Dalla descrizione di Y data nel Teorema-1.1. segue che la
generica Z € Z & unione di una curva piana P di grado s—-r—1>5
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e di due rette sghembe IL; ed L, che intersecano P ciascuna.in un
punto. Da [11], Proposition 5.3 (3), si ha che Z & un punto liscio
dello schema di Hilbert.

Applicando adesso [12] .(3.9,) Proposition ed osservando che:
h%(Jz(3)) e R%(Jz(s)) non variano al variare di Z in Z;
L (Jz(s — 4)) = hH(Jz(~1)) = 0 per ogni Z € Z (vedi §3);
R%(Jy (s)) non varia ai variaredi Y in y,
RY(Jv(s—4)) =0 per ogni Y € Y (vedi §3);
segue che H & geﬁericamente l‘iscia.

"Nel caso r=s—-4, s >4, s #5, si pud ripetere quanto detto
precedentemente con la differenza che la generica Z € Z & una
quintica liscia, connessa, di genere 1 (vedi Teorema 2.2 ed Esempio
2.3). Z rappresenta un punto liscio dello schema di Hilbert [ (5,1)
per la cui descrizione vedi [9] 1.c.Examples.

TEOREMA 4.2. Sia d=(s—1)? -7, r=5-5, s #5. Allora si ha:

1) esiste un’unica componente irriducibile H dello schema di Hilbert
H(d,g) contenente una curva liscia, connessa, di grado d e genere
g = G(d,s), non giacente su una superficie di grado s —1;

2) la generica curva di H e a.C.M.;

3) ‘H contiene un unico chiuso irriducibile K di codimensione 1, il
cul generico elemento ¢ una curva C liscia, connessa, di grado
d, genere g, con h°(Jc(s—1)) =0, non a.C.M.;

4) H ¢é liscia nel punto generico di K.

Dimostrazione. Ricordiamo (vedi [4], Théoréme) che una curva
liscia, connessa che realizza g = G(d,s), o & una curva C; a.C.M. ed
ha carattere (2s—4,...,s+ 1,s,s;s,s), oppure & una curva C del tipo
descritto nel Teorema 2.1 e nel Teorema 1.1.
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Distinguiamo quindi i due casi.

a) Sia C non a.C.M. e siano C, Y e Z come nel Teorema 4.1. Dalla
descrizione di Y data nel Teorema 2.1, segue che la generica
Z € Z & spezzata in una quartica piana e in due rette sghembe
che la intersecano ciascuna in un punto.

b) Sia C; a.C.M. e sia C; la famiglia descritta da C;. Dal carattere
di C; si deduce che & contenuta in almeno due superfici F ed
F' di grado s. Sia Y7 la legata a C; nella completa intersezione
di F ed F'. Y7 & contenuta in una superficie cubica e sia Z; la
legata a Y7 nella completa intersezione (3,s); 7; & una sestica
di genere 3, a.C.M.. '
Siano C;, YV, e Z; le famiglie descritte rispettivamente da C;, ¥}
e Z;. Come nel Teorema 4.1 si prova che le famiglie C, Y, Z Ci, Vi,
‘e Z; sono tutte irriducibili.

La curva Z & liscificabile ([11], Proposizione 5.3 8)) e rappresenta

un punto liscio dello schema di Hilbert H(6,3). Si vede subito che Z;
& una liscificata di Z. Infatti una sestica liscia connessa di genere
3 non su una quadrica & necessariamente a.C.M..

Inoltre dim 2 = 23 e dim Z; = 24. Segue allora che la chlusura
di Z & un chiuso irriducibile d1 codimensione 1 nella componente
dello schema di Hlbert [7(6,3) contenente Z;.

La tesi segue allora applicando [12] 3.9 Proposition. Infatti
dalla conoscenza del carattere e della deficienza delle nostre curve
si deduce facilmente che: per ogni Ze€ 2, Z, € 2, Y €Y, Y1 €W

~ h%(Jz(n)) = h°(Jz,(n)), per ogni n > 3;
— RY(Tz(5 —4)) = h}{(Tz(=1)) = 0 (vedi §3);
= KTy (s)) = hO(Fv,(5));

— W(Fy(s = 4) =0 (vedi §3);

Infine essendo anche, per ogni C € C e C; € (i, ho(jc(s)) =
R9(Jc,(s)), segue che K ha codimensione 1 in . 0

Osservazione. Considerazioni a parte meritano i casi d = 16 e
d =15, in cui non si puod ripetere la dimostrazione del Teorema 4.2
in quanto in entrambi i casi A*(Jz(1)) #0 per Z € Z e non si pud
applicare [12]; inoltre nel caso d = 15 se C; & a.C.M. la legata Y;
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non sta su una superfice cubica. Facciamo vedere comunque che in
entrambi i casi 'enunciato del Teorema 4.2 continua a valere con
I'unica differenza che per d = 16 KX & di codimensione 2 in AH.

Caso d=16 (s =5, r=0). Siano C, Y, C;, Y; come nel Teorema
4.2. La generica Y € Y & una curva spezzata in una curva Y’ di
tipo (5,3) su una quadrica liscia Q, e una retta che incontra Y’ in
due punti. Y ha grado 9 e genere aritmetico 9. La generica Y; € ),
€ una curva liscia a.C.M. di grado 9 e genere 9. Dal carattere di
Y: (4,4,4) si vede che Y; sta su un’unica cubica.

Per [8], Theorema 1, Y & liscificabile e rappresenta un punto
liscio dello schema di Hilbert H(9,9) e si vedi facilmente che Y; &
una liscificata di Y, poiché una curva liscia di grado 9 e genere 9
non su una quadrica & necesariamente a.C.M.: infati la differenza
prima della funzione di Hilbert della generica sezione piana I' di Y,
essendo A%(Jr(2)) = 0 (vedi [16], Teorema 4), pud essere del tipo:

1 2 3 2 1, oppure 1 2 3 3.

Nel primo caso T' & intersezione completa, quindi anche Y che
avrebbe allora genere 10 (vedi [16] Teorema 4, Corollario 1). Segue
allora che la differenza prima della funzione di Hilbert di T @:

1 92 3 3

e quindi g(Y) <9 e vale 'uguale se e solo se Y & a.C.M..

Inoltre dimY = 34 e dimY; = 36. |

La dimostrazione procede come nel Teorema 4.2, osservando
che anche in questo caso 2°(7,(5)) = h°(Jy,(5)), h*(J(1)) = 0 per ogni
Y=Y eY, €)Y, ed inoltre h°(Jc(5)) = h°(Jc,(5)) per ogni C € C,
Ci € (.

Casod=15(s=5, r=1). Siano C, C;, Y e Y; come nel Teorema
4.2. La generica Y € Y & una curva di grado 10 e genere 12, che
sta su una cubica irriducibile G (vedi Esempio 2.3) ed inoltre poicheé
dalla sequenza esatta

0 — H(Jv (3) = H*(Jy (4)) — H'(Ir(4)) — H'(Te(3)) = 0

si deduce che h°(Jy(4)) = 5, esiste almeno una quartica F contenente
Y e non contenente G. |
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La generica Y; € Y; & una curva liscia di grado 10 e genere 12
a.C.M., con carattere (4,4,4,4,).

In entrambi i casi possiamo operare una liaison (4,4), e ottenia-
mo Z e Z;, che descrivono le famiglie Z e Z;.

La generica Z € Z & spezzata in una curva piana di grado 4
ed in due rette sghembe che la intersecano ciascuna in un punto.

La generica Z; € Z; & una sestica liscia di genere 3 a.C.M..

La dimostrazione prosegue come nel Teorema 4.2 osservando
che:

~ h0(Jz(4)) = k%(Tz,(4));
— ROy (5)) = h°(Fv,(5));
— W(Jz) = R} (Jv (1)) = 0;

per ogni Z € Z, Z, € £, Y €Y, Y; € Y1, ed inoltre 2°(Jc(5)) =
R%(Jc,(5)) per ogni C €, C, €.
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