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TEOREMA DI ESISTENZA
PER UN PROBLEMA UNILATERALE DI CAUCHY
DEL SECONDO ORDINE

ANGELA GALLO (Napoli) - ANNA MARIA PICCIRILLO (Napoli) (*) (**)

We consider unilateral second order Cauchy problem. We prove an
existence theorem.

Siano Q; e £2) aperti' di R" con Q; limitato connesso di classe
C® e Q=0Q,NYW=0, Vi(l =1,2) un sottospazio chiuso di H™(Q))
(my € No, m1 > mg) contenente Hy*(Q;), V/ il duale di V. Gli spazi in
questione sono supposti reali.

Rilevato che [6]

(1 Vi C H™*(£))) con immersione compatta,

ammettiamo che esista un operatore w:V; — V, lineare, continuo
rispetto alle norme di H™(Q;) e V>, tale che

VzeV w(z)=zsu L.

(*) Entrato in Redazione il 18-12-1989.
(**) Ricerca effettuata con fondi erogati dal M.P.I.
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Siano ancora y € L®(Q;) con p > po 9.0. su Qq(ug =cost. > 0),
g € L*0,T; L%(Q1)) (0 < T < +00), ai(y, z) una forma bilineare reale
su V.

Indicheremo con:
€-,-),(-, ) 1 prodotti scalari in L3(Q) e L3(Q),
|1, 11 || |l le norme in L%(Q), L*(€Y) e V,
(-,-): la dualita tra V; e V/,
e supporremo che le forme bilineari
ai(y, 2)
abbiano le seguenti proprieta:
ai(y,z) =alz,y) Vy,z€V,

ai(y,y) >0 Vyew,
a1y, v) + Myl > ¢i|jy]|? Yy € Vi(\ = cost. > 0, ¢y = cost. > 0),
@2(y,y) > S|yl Yy € V2 (ch = cost. > 0),
laiCy, 2)| < ¢ |lyllill2]li Y v, 2 € Vi (] = cost. > 0).
Denotata con K la parte chiusa convessa e non vuota di Vi x V5
{(z,1) € Vi x hiz < y su Q}
consideriamo il seguente

Problema (P). Assegnati ujp € Vi e uy € L*(Q;), trovare
(u1,u2) € [L*(0, T; Vi) N HY(0, T; L2(41))] x L2(0,T; V5) tale che

2) (w1(t), u2®) € K q.o. su 10, T,

(3) uuy € H'O,T; V),
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4) ((u1) @), 2 — u1@®))1 + a1(u1(t), 2 — w1 @)+
+ap(uz(®), y — w2 (@) > (@), 2 — w1 q.0. 10,T[ V (z,9) € K,

(5) u1(0) = uyo,

(6) (1u1)(0) = puy; nel senso di V.

Nella presente nota si stabilisce l'esistenza della soluzione del
problema (P) (n.2, teor. 2):1la dimostrazione si avvale di una
formulazione equivalente del medesimo (precisata allinizio del n.2)
e dei risultati relativi al problema penalizzato (Py) (n.1, teor.l).
Con riferimento a quest’ultimo la dimostrazione dell’esisténza si
ispira al metodo di Faedo-Galerkin, che consiste grosso modo
nellapprossimare il problema (P.) mediante una successione dji
problemi di Cauchy per sistemi di equazioni differenziali ordinarie.
L'impiego di tale metodo presenta una difficolta: della seconda
componente dell'incognita (ui.,uz.) non figura la derivata rispetto a
‘t. Lostacolo viene superato costruendo opportunamente un operatore
T che consente di esprimere u,. in funzione di u;.. Tale operatore &
altresi determinante per stabilire 'unicitd di (uie, ug.).

Nel n.3 vengono esaminati due casi particolari del problema
(P). 1l primo di questi & equivalente ad un problema gia studiato
da R. Toscano in [8] e di esso si da un’interpretazione fisica; per
il secondo, che fornisce un altro modello matematico della stessa
questione fisica, si ottiene un teorema di regolarita (n.3, teor.3).

1. Come gia detto poc’anzi, studiamo preliminarmente, per ogni
e>0,il

Problema (P,.). Trovare
(1, u2e) € [LXO,T; Vi) N HY(0, T L*())] x L0, T; V)
tale che

(7) .U‘U’/le S HI(O) T’ Vl,)y
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1
((put) @), 2)1 + ar(ui@), 2) + g([ms(t) —upe()]",2) =
=(qt),2)1 q.0.su |0, T'[ Vz¢& Vi,

(&)

O a2w2e®),9) = 2 ([w1e®) — w2 @T,9) @050 0,71 Yy € Vs
(10) | u1£(0) = u1o,

(11D (uu3)(0) = puy; nel senso di V.

Al fine di conseguire l'esistenza e l'unicita della soluzione del
problema (P;) indicheremo, per ogni z € L%(R2), con 7.(z) I'elemento di

V2 soluzione dell’equazione variazionale

1
a2(7:(2), ) = g([z — ()N y) YyeVa

Lesistenza e Punicita di 7.(z) si deducono dal fatto che l'operatore
B:Va — V, definito dalla relazione

: .
<B€y; ’UJ>2 = 'a2(y; 'UJ) - Z([z - y]+a ’U)) Yy, w S V2 ‘

¢ strettamente monotono, limitato, emicontinuo e coercivo ([3], teor.
2.1, pag. 171).
Dalle uguaglianze

02 (1:(21), Te(21) — Te(22)) = = | [21 — Te(21)]" (7e(21) — Te(22))dz,

£

S

a2(7:(22), Te(21) — Te(22)) =

M | -

/ (22 — 7a()]* (re(21) — 7a(22))ds,
Q
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Si ricava
1
Sl ~ B < < [ Qo = ml* ~ 2 — RN - e
Q
1
S / (21 — 2] = [22 — (2]
o
([z1 — 7e(21)] — [22 — T (20)]dz+
1
. / (I21 — (2T — [22 — 7))ot — 22)ds <
Q
;S [ Gl - - e — s <
Q
1
< —/lz1 — Te(21) — 22 + e(22)| |21 — 22|dz <
€Jo

< 1/|21 ~ z|*dz + 8/ITE(Zl) — Te(22)] |21 — 22|dy <
——/lzl — zf*ds *3 /|z1 — z|*dz+
+ 5“7'8(z1) ~ )|} | Vo>0
e pertanto
(12) 7. € CONLAQ), o).
Evidentemente, se (u1., ua) & soluzione del problema (P.), risulta
U2e = Tg O Uig,

sicche, stante la (12)
uze € C([0,T'], V2)

in quanto ui; € C’O([O,T],LZ(Q)).

Relativamente al probvlema (Pe) sussiste il seguente
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TEOREMA 1. Il problema (P.) ammette una e una sola soluzione

(u1g, u2¢e), € Si ha

u1e € C%[0, T, V1), u), € C°([0, T, L3(Q)),

(13)
Cuge € C¥1(0,T1, W),
VU @] +a1(uie®), u1e®)) + ag(uze(t), uze )+
1
+ gl[ule(t) - UZE(t)]+|2 =
(14) = |V/Bun s + ai(uio, ui0) + az(uze(0), uz (0)+

1
+ gl[ulo — ug: (O] 2+

¢
+ 2/ (g(s), vy (s)ds Vtel0,T].
0

Dimostrazione. Circa 'unicita, siano (uig, u2s) e (@1e, t2:) soluzioni
del problema (P.), wj = uj — ;). Fissato s €]0,T"] e posto

t

610(t) = f we(@)do Vi€ 0,T],

s1 ha
/ () (), 01 (D)1t + / a1(wis(®), 1 (t))dt+
0 0
+ / a2<w25<t>,025<t»dt+§ / ([w1e(®) — w2 O]+
0 . 0
1) — e )], 01e(6) — O (8))dt = O.
Ma

38

1
/ (Y @), D@1t = — [V Awe (),

0
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S

/ o1(w1s8), 0 (D)t = —a1(61:(0), 8.0,
0

quindi

8

1
Pl < 2 [ 1)~ uas O — fare1-

0
— s (D]"] |01 (t) — O (B)|dt <

) 2 8 8
a5 V2 [ e+ oo [ Qune(o)] + fos@)dote =
0 t

. , 5
2
0

€
Poiche per la (12)
(16)  |w2e(®)| < clwi@®)] V¢t €[0,T] (c= cost. > 0 dipend. da g),

dalla (15) si deduce che

lwie(s)1 < cost./ lwie @) 1dt,
0

da cui, sfruttando il lemma di Gronwall,
wie(s) =0

nonche
W2e (S) =0

a causa della (16).

Dimostriamo l'esistenza di (ui,us) avvalendoci del metodo
di Faedo-Galerkin [2]-[5]. Siano {z;} una base di V; e, per ogni
m € N, Vi, il sottospazio generato da {z1,...,2m}. Ammettiamo, senza
ledere la generalita, che u;; appartenga a V;; e indichiamo con D1
la proiezione ortogonale di ui; su Vi, nello spazio L?(Q;), sicche:

m m
U = Za]-zj (o =0 per j > 1), Ul = Zﬂjmzj,
j:l j:l
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(17) G1m — vy in L2(Q4) per m — +oo.

Tenendo presente la (12), si vede che esiste un’unica funzione

vettoriale
(Getm, - -+ » Gemn) € H*(0,T; R™)

tale che, qualunque sia j € {1,...,m}:
m m
> Wz, 2N glm @+ 01(2i, 25)geim ()
i=1 i=1

+ é < I:Z Qsim(t)zi — Te (E gsim(t)z'L):l ;zj> =

1=1 =1

= (g(t), z; 1 q.0. su 10,77,
gz—:jm(o) =Q,
9e;m(0) = Bjm.

Pertanto, posto

Ulem = Z JeimZi, U2em = Te O Ulem
1=1

si ha: _ _

Uiem € H*0,T; V1), wem € CON([0,T1, V2),
(18) U1em(0) = u10, u’lsm(o) = Ulm, U2em (0) = Ts(“lO);

N ' 1 +

(/«Lulgm(t), Z)h + al(ulsm(t)) z)+ "([Ulsm(t) - 'UIZEm(t)] ;z) =

(19) €

= (q(t),2)1 g.0. su J0,T[ Vz¢& Vip,

' 1
(20) ax(u2em(®),y) = E([ulsm(t)"ukm(t)r; ) Vtel0,T]e Vye V.
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Le (19), (20) implicano che, q.0. su ]0, T'[:

(Ut @), Ui D1 + @1 (U1em (), ul,,, (E)+
1 _
+g([u15m(t) — u25m(t)]+7 u,lam(t)) = (Q(t); ullgm(t))l,

1
02(U2em (1), Uger, (1)) = g([ulem<t) — U2em()]", U, (1)),

da cui, portando in conto le (18):

VU @]} + 01 @1 (@), w1em(©) + 02 (W2em (1), 2em(E))+
o+ ':;'[Ulsm(t) — w2em (@] =
= |\/Bim|: +a1(u10, u10) + az (T (u10), 72 (u10))+
+ él[ulo — Te(u10)] >+

t
+2 / (q(s), uyom(sDids Yt € [0,T]
0

e di qui

(21) 1t1emllcoqo,r 2@y + [Uutemllosqo vy + 162emllooqorrm < c
(c =cost. > 0 indip. da m)

in virtd della (17), del lemma di Gronwall e della uguaglianza

t

Uiem () = u10 + / uem(s)ds Yt e[0Tl
0

La (21) comporta Tesistenza di un elemento u;, € L0, 7 V1)
~con uj, € L0, T; L*())), tale che, a meno di estratte, per m — +oco:

Ulem — U1e in L°(0, T; V1) debolmente *,
(22) W — Ul in L0, T; L?(Q;)) debolmente *,

Ulem — u1e in CO([0, T, L2(Q))).
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L'ultima delle (22) si stabilisce utilizzando anche il teorema di
Ascoli-Arzela, che & applicabile in quanto Pimmersione di V; in L2(€;)
& compatta.

Se ne deduce, stante la relazione

HUZem(t) - UZEn(t)HZ < Clulsm(t) - ulsn(t)]
Vm,nc N eVt € [0,T] (c=cost. dip. da &),

che esiste un elemento u,, € C°([0,7"], V2) tale che per m — +oo:
(23) tgem — Uze in CO([0, T, V).

Verifichiamo che (ui,uz.) € la soluzione del problema (P.). La
(10) & conseguenza immediata della prima delle (18) e della terza delle
(22). Per quanto concerne le (7), (8), (9), (11) siano ¢ € C§°(10,T°]) e
Y € CH[0,T']) con (0) =1 e ¥(T) = 0. Sussistendo le (19), (20) e la
seconda delle (18), dev’essere per ogni m > j e per ognio y € V,:

| T T
- / (Ul (8), 210 ()t + / {01 (Wiem(®), )+
0 ) 0
1
+g([u15m(t) - uzem(t)]+, z;) — (1), )1 }p)dt = 0,

T

1 .
/ {GZ(UZSm(t); y) — E([ulsm(t) - uZem(t)]+; y)} ()O(t)dt = O;
0

T
(Wiim, 271 = (UUem(0), P(0)2)1 = —/ (WUl @), D)2 dt+
0
T

T
- / (w0, ¥/ D)2t = / 01 (U1em (@), Y()z;)dt+
10 T ’ T
> / (iem(®) — waem @], $(8)2;)dt — / (@(®), Btz di+
0 0

T
—/ (Lem (@), ¥ ()21t
0
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da cui, sfruttando le (17), (22), (23) e l'uguaglianza

U Vim = Vl,
meN

si deduce che per ogni z € V; e per ogni y € V5:

T T T
24) - / (il (), 2010 (D)t + / {a1(ure(®), )+
0 : 0

1
- ([u1e(®) — w2 O], 2) — (g(t), 2)1 }p(t)dt = 0,

T

1
(25) / {ax(uze(t), y) — g([ule(t) — u2e(®)]7, P }pt)dt = 0,
0

T

(pui, 2) =/ a1(u1 (@), P (t)z)dt+
o

T

(26) + é / (u1e(t) — use O, p()2)dt+
(4]

T

T
_ / (@), p®)2)1dt — / (W (), ¥ (B)2)1d.
(¢]

0
La (24) equivale alle (7), (8) ([1], prop. A.6 pag. 154), la (25) alla (9).
Dalla (26) e dalla gia acquisita (8) si ottiene

T . A T
(pu1r, 21 = ——/ ((pul) @), v)z)1dt —-/ (Lur @), ' )21 dt =
o - b

= ((pui)0),2)1, VYzeW,

ovvero la (11). -
Resta da stabilire le (13), (14). Stante le (7), (8), (10), (11), un
noto teorema ([7], teor. 2 pag. 225) assicura la prima e la seconda

dell (13) e che
¢

2
@D)|VEuL®)]; + a1 (uie®), uie®) + g / ([u1s(s) — u2e(s)]*, ul (s))ds =

0

: t
= l\//ﬁmﬁ +a1(u10, u10) +2/ (g(s), ui(sds - Vie([0,T].
17 |
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Essendo poi
U2e = Tg O Ulg,

si ha anche la terza delle (13) e di conseguenza

az(u2:(?), u2: () = a2(u2:(0), ug:(0))+
;

2
+2 / (u1e(s) — uze(®)]*, wyo(s))ds ¥t €[0T
0

Da cio e dalla (27) si ricava la (14).

2. Prima di stabilire l'esistenza della soluzione del problema
(P), conviene osservare che questi pud porsi in modo equivalente
sostituendo la (4) con le relazioni:

((uu)) @), 2)1 + a1(ui(t), 2) + az(uz(t), w(z)) =

(28)

=(q(),2)1 q.0.su ]0,T[ Vze W,
(29) a2(u2(®),y — w(2)) > 0 q.o. su 10,T[ V (2,9) €K,
(30) a2(u2(t), u2(®) — w(u1(@®)) =0 q.o. su J0,T.

Infatti, se & vera la (4), la (28) [risp. (29)] si ottiene da essa tenendo

presente che

(wi1(®) + 2, u2(t) + w(2)) € K, (u1(t) - 2,u2(t) —w(2)) € K

[risp. (u1(t), u2(t) +y — w(2)) € K].

La (30) si ricava dalla gia acquisita (28) scritta con z = u;(¢) e dalla
eguaglianza
(1) @), w1®)1 + a1 (ur®), wr() + 62 (ua(®), u2(1)) =

= (¢(®), 1)1 g.0. su 10,77,
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che & conseguenza immediata della (4).

Viceversa la validita delle (28), (29), (30) implica che, per ogni
(z,y) € K: ‘
(Wu)' @),z — uw1@®)1 + a1(ui(t), z — w1 @) + ar(uz(®), y — u(t) =
= (@), 2 — w11 — a2(w2(®),w(2) — w(u1t)) + ax(ua(t), y — uz @) =
= (q(t), 2 — n ()1 + a2(ua(®), ¥~ w(2) + ax(us(®), w (w1 (D)) — ua () >

> (g@®), z = u1 ()1 q.0. su 10, 7.

Cid premesso, dimostriamo il

TEOREMA 2. Nellipotesi uip < 0 su Q, il problema (P) ammette
almeno una soluzione (ui,us), e si ha:

u1 € L%, T; V1) NC¥N ([0, T, LA(Q1)), w2 € L0, T; V).

Dimostrazione. Per ogni & > 0 sia (ui, up) la soluzione del
problema (F;). Avendo supposto uio < 0 su Q, si ha: '

u26(0) = 7e(u10) = 0.

Pertanto la (14), unitamente al lemma di Gronwall comporta che

€29 luiellcoqory vy + [wtelleeqo 2@y + |uzellcoqorvy < c,

1 L
(32)  —lliwie — w2l lloogoy 2@y <€ (e =cost.> 0 indip. da e).

Per la (31) esistono (u1, uz) € [L=(0,T; V1) N COL([0, T, L3(Q))] x
xL*(0,T'; V) ed una successione infinitesima {e,} di numeri positivi
tali che, per n — +o0:

Ule, — u1 in L°(0,7"; V1) debolmente *,
(33) ule, — Uy in L®(0,T; L*(Q,)) debolmente *,

u2e, — u2 in L°°(0,T; V2) debolmente *,
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ed inoltre
(34) uie, — uy in C%([0,T], L*(Q1))

in virtta del teorema di Ascoli-Arzela. Aggiungiamo che, consideriamo
lo spazio di'Hilbert

W ={v e L%0,T; V1)’ € L*0,T; L*(Q1)} .

munito della norma

T
Hva=( / (llv(t)lﬁ+|v'<t>|%>dt> ,
0

valendo la (1), risulta ([3], teorema 5.1 pag. 58):
W C L*0,T; H™(Qy))

con immersione compatta. Quindi, sussistendo la prima e seconda
delle (33), si ha, per n — +oo:

u1e, — w1 in L2(0,T; H™(Q)))
e di conseguenza
(35 W o U, — wou in LZ(O, T, Va).

Mostriamo che (u;,us) & soluzione del problema (P). Alla (2) si
perviene partendo dalla (32) e usufruendo della prima e terza delle
(33). La (5) si ricava dalle (10), (34). Tenendo presente le (8), (9), (11),
(383), & ovvio che

T
(36) - / {a1(u1(), v(@®)) — (ui @), v' )1 + az2(ua(®), w(W@)))+
0
—(g(®), v(t)1}dt = (wuy1, v(0))
Vv e L0, T: V) N HYO,T; LAQ,)) con v(T) = 0.
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Assumendo nella (36) v = pz, con ¢ € Cg°0,T) e z € V; si ottiene

T
/ () (), 2)10/ ()t =
0

T
=/ {a1(u1(®), 2) + az2(u2(t), w(2)) — (gt), 2)1 }p(t)dt

0

e di qui le (3), (28). Utilizzando ancora le (86) con v = ¢z, dove 2z € V;

e
€ CH0,TD, wO)=1, o(T)=0,

si vede facilmente che & vera la (6).
Resta da controllare le (29), (80). Per la (9) intanto si ha:

T

(37) / a2 (uze, (), v(E))dt =
0 .

T

1
-~ / (Tw1e, () — uze, O, @)t Y v'E L0, T V3).
(4]

La (37) implica che, qualunque sia ¢ € C§°(]0,T[) con > 0:

T .
/ 02(ti2e,, ¥ — w(zNp@dt > 0V (2,4) € K,
0 )

T

T
/ a2(u2e, (t), U2e, O (R)dt - / a2(u2e, (1), w(u1e, (E))p@)dt < 0,
0 0

da cui, sfruttando la terza delle (33), la (35) e la debole semicontinuita
inferiore del funzionale

T

v € LX0.T: Va) — / a2 (u(t), v(E))p()dt,
0

si ottengono le disuguaglianze:

T

/ a2 (ua(®),y — w(E@)p®)dt >0 Y (2,9) € K,
0
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T

/ a2 (ua(®), ua(t) — w(ur (O)p(t)dt < 0,

0
cioé la (29) e

a2 (uz2(t), u2 () — w(u1(?))) < 0 q.o. su JO,T[.

Quest’ultima,. unitamente alla (29), da luogo alla (30).

3. Esaminiamo qualche caso particolare del problema (P).
Supponiamo: '

Q; =€) =L aperto di R" limitato connesso di classe c°,

Vi=V con HPQ) CV C H™Q)(m € N), V> = LX),

69 awo=ew= 3 [exDyDds VyzeV
' Q

= sf=m
con ars & LOO(Q)> Qrs = Qgr €

Z /arsDTstyd-T >c }: /ID"ylzdz Vy e Vic= cost. > 0),
A .

[r|=m,|s|=m [7|=m v

a2(y,2) = (ky,2) Yy,ze€ L*(Q) con k € L=(Q)
e k> ko q.0. su Q (kg =cost. > 0).

In tale situazione, denotata con (.,-) la dualita tra V e V' e posto
uo = u10, U1 = u11, € facile constatare che il problema (P) & equivalente
- al

Problema (P). Trovare u € L2(0,T; V)N HY0, T; L2(Q)) tale che
pu' € HYWO, T; V",

((u)' @), 2) +a(u), 2) + (ku* (@), 2) = (¢(t), 2) q.0.su 10,7[ Vz €V,
u(0) = uo, |

(uu)(©0) = u;.
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Il problema (P') & stato trattato in [8] e, nel caso n=2 V = H2(Q)
[risp. V = H2(Q)],

. azy 82 521,/ 622
_ +2(1 —
a(y,z) = / [6 a ( U)azlaxz 8:1:15:1:2+

6 y 0%z Oy 0%z By 8%z
+v +
89;1 05 0z} 012 Ozl Or?

(39)

} dridzs (v €] —1,1])

costituisce un modello matematico dell’equilibrio dinamico della piastra
incastrata [risp. libera al bordo] poggiata su suolo unilateralmente
elastico alla Winkler, sottoposta ad un carico verticale g dipendente
dal tempo ed inizialmente soggetta a spostamenti up e velocitd u;
verticali assegnati: u(t, z1,z2) sono gli spostamenti verticali, positivi
se verso il basso, della piastra all’istante ¢. |

Assumiamo ora:
Q; =Q aperto limitato connesso di R" di classe C%!, Q, = R",

H3(Q) C Vi CH*Q), Vi=HYR,

a1(y,z) come in (38) con m =2 e

az(y, z) = E/ ij aay 2‘6&5*‘/ kyzdz
pn

ij=1

dove b;; € L=®(R™), bij = by,

Zbi;‘h)\j > Z&z q.0. su Q YV (A,...,\,;) € R™(c = cost. > 0),
ij=1 i=1

k€ L*(R"), k>koqo suR" (ko= cost. > 0).

Evidentemente le forme bilineari a(y,2) e az(y,2) sono continue,
debolmente coerciva la prima ([6], teor. 7.4 pag. 1138) e coerciva
la seconda. L'esistenza dell’operatore w precisato nellintroduzione &
assicurata da un teorema di S.M. Nikolskij ([6], teor. 3.9 pag. 75) in
virta dell’ipotesi fatta su Q.
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Quando V; = H3(Q), basta porre

z su

Vzel wiz) = 0 suR"-Q

ipotizzando Q di classe C°.
Pertanto nel caso in esame, se uyp < 0 su £, vale il teorema 2.
Aggiungiamo il

TEOREMA 3. Qualunque sia (ui,u;) soluzione del problema (P),
si ha

(40) uz2(t) > 0 su R™ q.o. su 10,77,
e, nell’ipotesi b;; € Cpl(R™ — 8Q), risulta:

(41) up € L*(0,T; HE (R"™ — 0Q)).
Se Vo = H}(Q) e b;; € COH(R™, allora

(42) uy € L0, T; HE (R™).

Dimostrazione. La (40) si deduce dalla ovvia diseguaglianza
az(u2(t), ) > 0 q.o. su 10, 1_"[ Ve C’(‘)"’(R"I) con p > 0.
Per quanto concerne la (41), basta mostrare che
(43) w2 € L*(0,T; HX(S))

per ogni sfera aperta S a chiusura contenuta in R" — 9Q.

Se S C R® —Q, la (43) si ottiene dalla uguaglianza:
a2(ua(t), ) =0 q.0. su 10,T[ VYV € CPR" — Q).
Supponiamo quindi § C Q e sia S7 una sfera aperta tale che

ScScs8cq.
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| Sia poi x € CP(R™) con 0< x < 1, suppx CS' ex=1sus.

Considerato il convesso
={v € L*O,T; H'(R™):w(t) > u1(t) su Q q.o. su ]0,T[},
si ha: |
uy € Ky,  az(ua(®), v(®) — ua(®)) > 0 q.0. su ]0,T[ Vv € K;,

da cui
a2(u2(®), x(vr— u2(t)) > 0 q.0. su 10,T[ Yv € K;

giacche
v € Ky =>X’U+(1—X)’u,2 c K.

Indicato allora con K, il convesso
{v e L*0,T; Hy(SNw(t) > xui(t) su §' q.o. su ]0, 7},
dove v(t) si suppone prolungata a zero su R™, tenuto conto che
veEKy=v+(1 - xu € Ky,
risulta:
(44) az(uz(t),.x(v(t) — xu2())) > 0 q.0. su 10,7[ Vv € K.

Osserviamo ora che, posto’

5
by, 2) = z biy af 3% V2 € HS),
ij=1 g )

si ha;

a2(ua(®), x(w ) — xu2(t))) = blxuz(t), v(t) — xus(t))+

+ / S by w2y xty + S by ua®xa)s, | W(E) — xua(t))da+
Sl

ij=1 ij=1

+ / kxua(@)(w(t) — xua(t))dz,
Sl
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sicche, stante la (44), yu, & la soluzione della disequazione variazionale

(45) xuz € Ka:b(xua(®), v(t) — xu2(®)) > (f@), v(t) — xu2(t))
g.o.su 10, T[ Vv e K,

avendo indicato con (-, -) il prodotto scalare in L2(S’) e con f 'elemento
di L0, T; L*(S"))
= [ D b a®)axa; + > Biyua@®xa)s, + xk | -
ij=1 ij=1
Proviamo che
(46) xuz € L¥0, T; H*(S").

Per ogni € > 0 sia @, € L%, T; H(S") la soluzione dell’equazione

variazionale

47) b(e(8), v(®)) — -:;([xul(t) — @], v(t) =

= (f(t),v(t)) q.0. su 10,T[ Vv € L0, T; Hi(S")).

_ Tenendo presente un noto risultato di regolarita ellittica ([6],
teor. 2.1 pag. 201), si ha: '

iie € L*(0,T; HX(S"),
_ 1 -
Gellr20, sy < | FllLaoriLacsy + - lxws = el 2oz n2ry)
(¢ =cost. > 0 indip. da ).
D’altra parte, utilizzando la (47) con v = [yu; — i]*, si vede che

| 1 i
(48) 'EH[XUI — @]’ 2o riasy < [BGun) — fllnaor.casmy)
(¢’ =cost. > 0 indip. da &),
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dove

Boun @) =- 3 5 <b,.]. QgcauTl(Qz> |
J §

ij=1

Dunque
Hiell2ommasy < ' (" = cost. > 0 indip. da )

e di conseguenza esistono @ € L2(0,T; HL(S") N H%(S')) ed una
successione infinitesima {e,} di numeri positivi tali che, per n — +oo:

(49) e, — 4 In L*(0,T; H}(S") N H%(S")) debolmente.
Sfruttando le (47), (48), (49) si vede che # ¢ K, e che
b(a(t), v(@®) — a@) > (f(),v(®)) — a(t) q.0.su 10,T[ Vv ¢ K;.
Da cid e dalla (45) si deduce che
U = Xuz

da cui (46) nonche, (43).

Alla (42) si perviene con un ragionamento del tutto analogo al
precedente tenendo conto che u, & ora la soluzione della disequazione

variazionale
uz € Ksiaz(ua (), v(t) — u2®)) > 0 q.0. su J0,T[ V v € K,
con
Kz = {v € L*0,T; H'(R™)w(t) < w(ui(t)) su R™ q.o. su ]O.,T[},

e che wou; € L*(0,T; HX(R"™)).
A completamente di quanto finora detto, rileviamo che, nel caso
n=2V = H&(Q) [risp. Vi = H*(Q)], a1(y, z) come in (39) e

az(y,z)=/ % 0 + dy 0z dm1da;2+/1cyzdm1d:v2,
/2 LOZ1 831 Ox2 Oxp 2
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il problema (P) costituisce un modello matematico dell’equilibrio
dinamico della piastra incastrata [risp. libera al bordo] poggiata
sul suolo unilateralmente elastico alla Pasternak, sottoposto ad un
carico verticale g, dipendente dal tempo, ed inizialmente soggetta
a spostamenti ujo e velocitd u;; assegnati: ui(t, z1,z2) e ua(t, z1,T2)
sono gli spostamenti verticali, positivi se verso il basso, allistante ¢
rispettivamente della piastra e del suolo.
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