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- ALCUNE CONSIDERAZIONI SULLA R"-COMPLETA
CONTROLLABILITA DI CERTI -
SISTEMI LINEARI IPERBOLICI

ALFONSO VILLANI (Messina) (*)

We consider the following distributed parameter linear control
system ’

(E)  zzy+ A(z,9)2: + B(z,9)zy + C(z, )z = F(z, y)u(z, y).

Here (z,y) ranges over a given rectangle A =]0,a[x]0,b[, the
state vector function 2z is m-dimensional and belongs to the Sobolev
space. W, (A, R™) = {z € LP(A,R") : 25,2y, 2, € LP(A, IR™)}, the
control vector function u is m-dimensional and the matrix-valued
functions A, B,C, F' satisfy some rather general assumptions, that
is: L = (A, B,C) belongs to LP*(A,R™), the Banach space of all
measurable functions L, = (A, B,C) : A = R™" x R™ x R™" for which
the norm

?
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(*) Entrato in Redazione il 14 novembre 1989
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is finite, and F' € M (A, R™™), the space of all measurable functions
from A to R™™. We also assume that Fu € LP(A, IR").

Let the trace of z on the two sides of A containing (0,0) (which is an
element of a Sobolev space) and the value z(a,b) € IR"™ be taken as
the initial and the final state, respectively. Then we prove that the set
of all (L,F) e LP*(A,R") x M(A,R»™), for which the corresponding
system (E) is completely controllable, is an open and dense subset of the
complete metric space LP*(A,IR™") x M (A, IR™™), where M (A, IR™™)
is given the metric of convergence in measure.

1. Introduzione.

Assegnato il rettangolo A =]0,a[x]0,b[, a,b > 0, e fissato
Pesponente p €]1,+co[, consideriamo il processo di controllo con
parametri distribuiti descritto dal sistema lineare iperbolico

Zgy + Az, y)2s + B(a:‘, Yzy+C(z,y)z =
(E) |
= F(z,ypu(z,y) qo. (z,y) €A,

dove: la risposta z & una funzione n-vettore, elemento dello spazio
di Sobolev W;(A,R™)("); il controllo u & una funzione misurabile
da A in R™; i coefficienti A, B,C e F: sono funzioni misurabili,
definite in A ed a valori matrici di dimensioni appropriate, verificanti,
le ‘prime tre, opportune ipotesi di sommabilita LP. Supporremo,
precisainente,' che A e B appartengano agli spazi con norma
mista L2%(A, R™) e L2=(A, R™)()), rispettivamente, e che C sia
un elemento di LP(A,R™"). Per quanto riguarda la matrice F, ne
richiederemo soltanto lappartenenza a M (A,'H”’m), lo spazio delle
funzioni misurabili da A in R™™; in corrispondenza considereremo
ammissibili solo quei controlli v € M (A, R™) tali che Fu e LP(A,R™).

Le ipotesi su A, B, C e Fu sopra dichiarate, ipotesi che sono, in un
certo senso, le piu generali possibile compatibilmente con la richiesta
z € Wy (A, R™) (cfr., in proposito, il Theorem 2.2 di [6]), garantiscono
che (cfr. il successivo Teorema 1) comunque si assegni, nella classe

(1) Per le definizioni degli spazi funzionali si veda il successivo n. 2.
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- Ww?lp, il dato iniziale del problema di Darboux per il sistema (E),
tale problema ammette una ed una sola soluzione z € Wy (A, IR™).
Assumeremo pertanto, relativamente al processo di controllo (E),
come stato iniziale la traccia (z(-,0), z(0, -)) (elemento di un opportuno
sottospazio di W1P(0,a[, R™) x WLP(]0, b[, R")) della funzione 2 sui
due lati di A che contengono il punto. (0, 0).

Con la predetta scelta dello stato iniziale sono compatibili varie
definizioni di stato finale, e quindi vari tipi di completa controllabilita
del proceso (E), gia oggetto di studio da parte d1 diversi- Autori (cfr.
[51, [7]-[12]). | | |

Scopo di questa nota & mostrare che, analogamente a- quanto
accade per i processi di controllo lineari con parametri concentrati
(cfr. [3], [16]), quando per il processo di controllo (E) si assuma
come stato finale il valore z(a,b) € R™ che la risposta z prende nel
punto (a,b), la corrispondente proprieta di completa controllabilita
(R™-completa controllabilita) rappresenta, in un certo ‘senso, -la
regola anziché l'eccezione. Proviamo infatti (Teorema 3 e Corollario
2) che l'insieme delle quaterne (4, B, C, F'), per cui il ‘corrispondente
processo di controllo.(E) risulta IR"-completamente controllabile, & un
sottoinsieme aperto & denso(®) (quindi residuale) dello spazio metrico

completo
LE™(A, R™™) x L2%(A, R™) x LP(A,R™) x M (A, R™™),

dove M (A, R™™) & munito della metrica della convergenza in misura.

Un precedente risultato in proposito, limitatamente all’osser-
vazione che l'insieme dei procesSi IR"-compIétamente controllabili e
aperto e stato ottenuto, in ipotesi p1u restnttlve sui coefﬁcmntl
A B,C e F,daR. Di Vlncenzo e L. G1ust1 in [5] |

() In effetti, per quel che nguarda la densita, otteniamo un nsultato (Teorema
4) pit forte. :
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2. Notazioni e richiami.

Le norme degli spazi R* e R"* sono quelle usuali, cioe: ||v|| R ©
la norma euclidea, mentre | D||ge+ & definita da

”D”th,k = sup{HDwH,Rh cw € RF “’UJ”Rk < 1},

Per semplificare la notazione scriveremo, come & consuetudine,
|v| e |D| in luogo di ||v|| g+ e || D||gne, rispettivamente.
Riportiamo di seguito le definizioni di alcuni degli spazi funzionali

- utilizzati nel lavoro. Per quanto riguarda gli spazi (di uso pitt comune)
la cui definizione non & esplicitamente richiamata, il significato &

quello abituale.

DEFINIZIONE 1. (cfr. [4], [13]). Wy (A, R™) e lo spazio di Banach
delle (classi di) funzioni misurabili w : (z,y) — w(z,y), da A in R,
che appartengono a LP(A,IR") assieme alle derivate nel senso delle
distribuzioni w;, wy, wyy, con la norma

lllwsamey = Qlwlipen mey + 1wallf g+
+ ”waip(A,Rn) + “wa,yHiP(A,R,.))l/p Vw € WA, R").

Rinviando a [4], [6] e [13] per ulteriori proprieta degli spazi Wy
ci limitiamo qui a ricordare che sussistono le seguenti proposizioni.

PROPOSIZIONE 1. W*(A R™) C C%A, R™) algebricamente e topolo-
glcamente.

PROPOSIZIONE 2. Se w & un qualsiasi elemento di WA, R™,
allora, per ogni y € [0,b] (risp. z-€ [0,a)), la funzione z — w(z, y)
(risp. y — w(z,y) appartiene. a W'P(10,a[; R") (risp. WP(]0, 5[, R™).
La trasformazione lineare w — w(-,y) (risp. w — w(z, ), da Wy (A, IR™)
in WP(Jo, al, R™) (risp. whr(lo, b[, IR™)), & continua, uniformemente al
variare di y € [0,b] (risp. z € [0, a)).

DEFINIZIONE 2. ( (%). LB®(A, R™) (risp. LE®(A, R™) & lo spazio

() Per ulteriori ragguagli sugli spazi L? con norma mista, cfr., per es., [2].
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di Banach delle (classt di) funzioni misurabili D : (z,y) — D(z,y), da
A in R™, tali che la funzione numerica

b
T —*/ |D(z, y)[Pdy
0 |

(risp.

a

— / |D(z, y)|Pdz)

0 N
appartiene a L*°(]0, al) (risp. L*=(]0, b), con la norma

. /p - .
1Dl poo a7y = - ess Sup( / |A(z, y)l”dy) VD € LP(A, R™™)
- (risp.

' a 1/p
ID1| > (a IR™) = €88 sup ( / |A(z, y)lpd:z> | VD € LB(A, R™™).
0

y€10,b[

Poniamo ancora, per comoditd di esposizione, le seguenti

definizioni.
DEFINiZIQNE 3. LP*(A,IR™™) & lo spazio di Banach prodotto(*)

LE®(A, R™) x LE®(A, R™™) x LP(A, R™").

DEFINIZIONE 4. EP(A, R™") é lo spazio di Banach
{(p, %) € W0, al, R™) x W'P(10,b[, R™) : p(0) = (0},

sottospazio lineare chiuso dello spazio di Banach W'P(]0, o[, IR“) X
w210, b[, RM)(*). |

(*) I prodotto di spazi normati siintende sempre munito della norma del graﬁco».
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Introdotte tali notazioni, considerato il problema di Darboux

(D) 2y + A@, )2 + Bz, )2y + Oz, 9)2 = f(z,9) qo. &,1) € A,

2 2(z,0) = p(z) Vz €]0,a[, 2(0,y) = ¥(y) Yy €]0, b],

& noto ([6], Theorem 3.1) che vale il seguente teorema di esistenza,
unicitd e dipendenza continua della soluzione > dal complesso dei

dati ((p, ¥), f).

TEOREMA 1. Se L = (A,-B,C) € LP*(A,R™), allora, per ogni
(p,%) € EP(A,R™) ed ogni f € LP(A,R™), esiste una ed una sola

funzione
(3) | (:z:,y)——>z(:1:,y)=zL(cz;,y;(g0,¢),f), |

elemento di W;(A, R"™), soluzione del problema (1), (2); inoltre, la

trasformazione

(((pa “;b)af) - ZL('; (S‘D: ¢)7 f))

da ZP(A,R™) x LP(A,R™) in Wy (A, R"), & un isomorfismo algebrico e
topologico tra EP(A,R™) x LP(A, R™) e WA, R™).

Recentemente, in [14], G. Tomaselli ha studiato la dipendenza
della funzione (3), -soluzione del problema (1), (2), del complesso
dei coefficienti L = (4, B,C) e, pitt in generale, dal complesso dati-
coefficienti ((p, ), f, L), stabilendo in proposito il seguente risuitato
(che sarad fondamentale per acquisire, nel n. 4, il successivo Teorema
3).

TEOREMA 2. La trasformazione funzionale
((90: 1/)); fa L) - ZL('; (SO; lb), f);

~da EP(A,R™) x LP(A,R™) x LP*(A,R") in Wy(AR™), & continua;
precisamente, tale trasformazione risulta lipschitziana in ogni insieme
limitato di EP(A, R"™) x LP(A, IR™) x LP*(A, IR™™).
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Poniamo, infine, la

DEFINIZIONE 5. M(A,R™™) ¢ lo spazio lineare metrico delle
(classi di) funzioni misurabili F : (z,y) — F(z,y), da A in R™™, con

la metrica

= dzdy VF,G € M(A, R™™).

Come & noto (cfr., ad es., [1], Problem 4, p. 100) la convergenza
rispetto alla metrica p equivale alla convergenza in misura; inoltre lo
spazio metrico M (A, R™™) & completo.

Ovviamente, 1a definizione dello spazio M (A; R™) & perfettamente

analoga.

3. R*-Completa controllabilita.

Come gia precisato nellIntroduzione, per ogni matrice F =
M(A, R™™) assumiamo come insieme Ur dei corrispondenti controlli
 ammissibili il sottospazio vettoriale di M (A, R™) costituito dalle (classi
di) funzioni u € M (A, IR™) tali che Fu ¢ LP(A, IR™).

DEFINIZIONE 6. Assegnati L = (A, B,C) € LP*(A, R™") e F €
M (A, R™™), diciamo che il processo di controllo (E) (o, indifferentemente,
la coppia (L, F)) & R"-completamente controllabile (R™-c.c.) se per ogni
(p,¥) € EP(A,R™) ed ogni w € IR™ esiste u € Ur tale che

21(a, b5 (p, ), Fu) = w.

In aitre parole, (L,F) & R"-c.c. se per ogni (p,¥) € EP(A,IR™)
risulta ' : ‘

“ {20(a,b;(p,9), Fu) 1 u € Up} = R™.
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Per la linearita dell’applicazione ((p,%), f) — zL(a,b; (v, ¥), ),
per ogni (p, V), (p,9), € EP(A, R") risulta ‘

{z1.(a,b; (p, ), Fu) 1 u € Ur} =

{2100, b: (B, 9), Fu) 1 u € Up} +21(a,b; (0 — &,% — ), 0);
ne segue che (L, F) & R"-c.c. se e solo se la (4) & verificata per qualche

(p, 1) € ZP(A, IR™). In particolare, denotata con Ay, ) la trasformazione

lineare _
Uy — A(L,F)(u‘) = ZL(G, b; (Oa O)a FU),

da Ur in R", si ha la

" PROPOSIZIONE 3. Siano L € LP*(A,R™) e F € M(A,R™™). La
coppia (L, F) & R™-c.c. se e solo se

(5) A(L,F)(UF) = R".

Si ha inoltre la
PROPOSIZIONE 4. Per ogni L € LP*(A, R™) ed ogni F € M (A, R™™)

risulta
A m(Ur) = Ag, m(Ur N LA, R™)).

Dimostrazione. Poiche, ovviamente,
Aw.m(Ur) 2 Ag,m(Ur N LA, R™))

ed entrambi gli insiemi sono sottospazi vettoriali di R", & sufficiente
dimostrare che A¢, my(Ur N L®(A;IR™)) & denso in Ay, 7y(Ur). A tale
scopo, denotato con u un arbitrario elemento di Ur, consideriamo la
successione {u;} di elementi di L*(A,IR™) definita ponendo, per ogni
k€ N :ui(z,y) = ulz,y) se |ulz,y)| < k e ug(z,y) =0 in caso contrario.
Per ogni (z,y) € A risulta |

|F(z, v)up(z,y)| < |Fz, y)ulz, v)|
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(e quindi u; € Up) qualunque sia k£ € N, nonche

lllgn F(IL’, y)U;k(l', y) = F(ma y)U(CE, y)

Conseguentemente, per il teorema della convergenza dominata,
si ha
Fuy — Fu in LP(A,R"),

e quindi (Teorema 1 e Proposizione 1)
liin A, my(ug) = lilgn z1(a, b;(0,0), Fuk) = z1(a, b; (0,0), Fu) = Ay, my(u),

cido che completa la dimostrazione.

Dalle precedenti proposizioni discende ovviamente il

‘COROLLARIO 1. Siano L € LP*(A,R™) e F € M(A, R*™). La
coppia (L,F) é R"c.c. se e solo se

Aw,m(Ur N L7, R™) = R™.

Il precedente Corollario, oltre ad essere di utilitd per il seguito,
mostra anche che, nel caso particolare in cui F € L*=(A, R™™), allorche
risulta LP(A, R™) C Up, ma, in generale, LP(A,IR™)#Ug, la definizione
di R"-completa controllabilitd di (E) qui adottata & perfettamente
equivalente a quella, pit usuale in tal caso, secondo cui lo spazio dei
controlli ammissibili & LP(A, IR™).

4. I'insieme " dei processi IR"-completamente controllabili &

aperto.

Scopo di questo paragrafo & mostrare che linsieme delle coppie
(L F) per cui ¢’ IR"-completa controllabilitd & un aperto dello spazio
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metrico LP*(A, R™") x M (A, R»™)(C). 11 significato intuitivo di cid & che
la IR"-completa controllabilitd del processo (E) & una proprieta stabile
rispetto a piccole perturbazioni dei coefficienti A, B,C, e F.

LEMMA 1. Siano L € LP*(A,R*") e F € M(A,IR™™). Sia inoltre,
per ogni 1 > 0, [F], la matrice funzione, elemento di L*®(A,IR™™),
definita nel modo seguente: [Fl,(z,y) = F(z,y) se |F(z,y)] < n e
[F']n(z,y) =0 in caso contrario. Sono fatti equivalenti:

i) (L,F) e R"c.c.;
i) (L,[F]ly,) e R"-c.c. per n sufficientemente grande;
i) (L,[F],) e R"c.c. per qualche 1 > 0.

Dimostrazione. i)=>ii). Ragionando per assurdo, supponiamo che
esista una successione {7} di numeri positivi, con lilgn M, = +oo, tale

che nessuna delle coppie (L,[F1,,), k£ € N, risulti R"-c.c.
Poiche, per ipotesi, (L, F) & R"-c.c., cioe vale la (5), esistono
ui,..., U, € Up tali che

Aw,m(u), 1=1,...n,

sono 7 vettori di R™ linearmente indipendenti. Osservando che, per
ogni i=1,...,n ed ogni (z,y) € A, risulta

[([Fn uid(z, »)| < |(FuiXz, y)]
(e quindi u; € }U[F]%) qualunque sia £ € N, e inoltre

EM(LEF T, ui)(z, v) = (Fui)(z, ),

(°) Munito di una qualsiasi metrica completa d compatibile con la topologia
prodotto, per es. ' '

d(L, F), (L', F") =||L — LIIILP,,,(A’RK”) + p(F, F")

YL, F), (L', F") € LP*(A, R™) x M (A, R™™).
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si ha, per il teorema della convergenza dominata,
[Fly,ui —» Fu; in LP(A, R™)

per ogni : =1,...,n. Conseguentemente (Teorema 1 e Proposizione 1)
risulta, per ogni 1 =1,. oy T

li};n Ay, ) (ui) = 1i£n z(a, b;(0,0), [Fly,ui) = 21.(a, b5 (0,0), Fu;) = Ay, ry(u;)
quindi, per lc sufficientemente grande, anche i vettori

A, (i), 1=1,...,n,

sono linearmente indipendenti, cio2 (Propos1zmne 3)la coppla (L, [Fly)
e R"-c.c.,, ma questo & assurdo.

ii)=>iii). E banale.

1i1)=>1). Supponiamo che (L,[F],) sia R"-c.c. Denotati con (¢, 1))
e w due arbitrari elementi di EP(A,IR") e R, rispettivamente, esiste
per ipotesi, in corrispondenza, u € Uyp, tale che

25(a, b (0, ¥), [Flyu) = w

Sia 4 € M (A, R™) definito nel modo seguente: i(z, y) = u(z, y) se
|F(z,y)] < n e 4(z,y) =0 in caso contrario. Risulta allora, come &
immediato verificare, Fii = [Fl,u, quindi @ € Ur e z.(a, b; (p, ¥), Fu) =
w, ¢id che completa la dimostrazione. |

TEOREMA 3. Linsieme. delle coppie (L,F) € LP*(A,R™") x
M, BR™™), che sono IR"-completamente controllabili, é un aperto
di LP*(A,R™") x M (A, R™»™), ’

Dimostrazione. Ragionando per assurdo, supponiamo che per
qualche (L,F) € LP*(A,R™) x M(A,R™®™), (L,F) R"-cc., esista
una successione {(Lg,Fy)} di elementi LP*(A,R™) x M(A, R®™),
convergente verso (L, F) in LP*(A, R™" ) x M (A, R»™), tale che nessuna
delle coppie (L, Fy), k € N, sia IR"-c.c. Poiche F}, — F in M(A, R»™),
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cio® in misura, possiamo anche supporre, prendendo eventualmente

una sottosuccessione, che
Fi(z,y) — F(z,y) qo. (z,y) € A.

Per il Lemma 1 si ha che ber n sufficientemente grande
anche la coppia (L,[F],) & R"-c.c.; esistono quindi (Corollario 1)
Ul,..., Uy, € LA, IR™) tali che

Aw ), i=1,...,n,

sono n vettori di R” linearmente indipendenti.

Fissando, come & certo possibile, n in modo che linsieme
{(=,y) € A: |F(z,y)| = n} risulti di misura nulla, si ha, q.0. (z,y) € A,

[Fily(z,y) — [Fl,(z,y)

e quindi
((Felpui)(z, y) — (FlyuiX(z, y)

per ogni 1 = 1,...,n D’altra parte, per ognit=1,...,ned ogni kK € N,
vale, q.0. (z,y) € A, la maggiorazione

|([Feln) (@, v)| < 7 max ||will pooca,IR™)

I1 teorema della cbnvergenza dominata permette allora di

concludere che
[Fk]nu,- — [F],,u,- in LP(A, an)

per ogni ¢ =1,...,n Si ha pertanto, per il Teorema 2, per ogni

1=1,...,m,
sz('; (O, 0)) [Fk]nu’i - ZL(; (O; O); [F]nu‘l) in W;(A) |R’ﬂ)
e quindi (Proposizione 1)

Ay (R Wi — A ), Ui
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Conseguentemente, per k sufficientemente grande, anche i vettori-

A(Lk,[Fk]r,)u‘i’ 1=1,...,n,

sono linearmente indipendenti, vale a dire (Corollario 1) la coppia
(Lg,[Fl;) & R*cc. Il Lemma 1 implica allora che, per k suffi-
cientemente grande, anche la coppia (L, F.) & R™c.c., ma cid &

assurdo.

5. ’insieme dei proceséi IR"-completamente controllabili &

denso.

Concludiamo il lavoro con il seguente teorema di approssimazione
che fa vedere come un qualsiasi processo di controllo (E) possa
essere reso IR"-c.c. tramite un’opportuna, arbitrariamente piccola,
perturbazione della matrice F.

TEOREMA 4. Data. una qualsiasi coppia (L,F) € LP*(A,IR™) x
M(A,R™™), per ogni € > 0 esiste G € M (A, R™™) tale che:
D) (L,GQ) ¢ Rc.c.;
1) ||G — F|po(a gy < €.

La matrice G puo essere ottenuta dalla F modificandone una
(qualsiasi) colonna soltanto su un insieme di misura arbitrariamente
piccola. E inoltre possibile, qualora F sia di classe L"(A,R®»™) o
CH*(A, R™™), oppure costante a pezzi, fare in modo che anche G la sia.

I1 Teorema 4 ammette, ovviamente, il seguente corollario.

COROLLARIO 2. L’insieme deile coppie (L,F) € LP*(A,R™™) x
M(A,R™™), che sono R"-completumente controllabili, é denso in
LP*(A,R™™) x M (A, IR™™),

Dimostrazione. del Teorema 4. 11 Teorema sara ovviamente di-
mostrato se faremo vedere che, assegnati comunque la coppia
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(L, F) € LP*(A, R™™) x M(A,IR®™), i numeri positivi ¢,6, e l'indice j,
B < j < m, & possibile determinare in corrispondenza una funzione
H : A — R"™, avente tutte le colonne, tranne la j-ma, nulie, con
H € C§°(A,R™™), ovvero H costante a pezzi se tale & la F, in modo
che, posto G = F + H, valgono le i), ii), nonché:

iii) I'insieme {(z,y) € A : G(z,y)# F(z,y)} ha misura minore di §.

A tale scopo, denotata con e, ..., e, una qualsiasi base algebrica
di IR" e scelte n funzioni ny,...,n, € W20, b[, R™) tali che 7;(0) =0,
n;(b)=¢€;, 1=1,...,n, fissiamo n intervalli:

[al,ﬁl], vy [an;,@n] Q]O; a[;

a due a due disgiunti, di lunghezza complessiva minore di & /b, e,
posto L = (A, B,C), per ogni i =1,...,n indichiamo con ¢; l'unica
funzione, elemento di W, (16, a[x]0, o[, R™), soluzione del problema di

Darboux:

%8

2,
8%¢; o,
Oy

0z oy

;s

+ A(z, y)g;

+ B(z,y)
+C(z,9): =0 qo. (z,y) €1B;,alx]0, 8],
(i(2,0)= 0 Vz €16;,al,

Cila, v)=m(y) Yy €10, bl.

| Dal Lemma 6.1 di [15], tenendo presente la Proposizione 2,
segue che, per ogni 2 =1,...,n, esiste una funzione z; € Wy (A, IR™),
prolungamento della {; all'intero rettangolo A, tale che |

zi(z,y) =0 VY(z,y) €]0, o[ x]0, b,

2i(z,y) =0 Vz €lay, Gil.

Posto A; =]ay, B:[<]0,b[, i =1,...,n, e considerata la funzione

- 0%2; 0z 821'-
=N\, .
f Z 5\ 3zay +Aa$ +Bay +cz,>



ALCUNE CONSIDERAZIONI SULLA IR™.COMPLETA, ete. 145

(dove, se P C A, 1, denota l'indicatore di P in A), si ha (cfr. [6],
Theorem 2.2) f € LP(A,IR"); & inoltre evidente che per ogm 1=1,...,n

risulta
ZL(, (O) O)) 1A1f) = 24,

e quindi, in particolare,
z1,(a, 6;(0,0), 15, 1) = ;.

Detto v un numero positivo avente la proprieta che se i vettori
wi, ..., w, € R" verificano le disuguaglianze |w; —e;| <, 1=1,... , M,
allora wy,...,w, sono linearmente indipendenti, determiniamo in
corrispondenza, come & possibile per il Teorema 1 e la Proposizione
1, un altro numero positivo o tale da risultare

|21.(a, b5 (0,0), £1) — z1(a, b; (0, 0), f2)| <

per ogni coppia di funzioni f;, f, € LP(A, R™) tali che || fi — folloa Re <
o. Fissiamo poi una funzione y:A — R*, 4 € C§ (A, R™) ovvero u
costante a pezzi, in modo da aversi ||u — f|| Lra)R™ < 0, nonche

©) @, y) =0 Y(z,y) € A\(A U...UA,),

e denotiamo con H la matrice funzione, da A in R™™, avente come
J-ma colonna la 4, mentre le rimanenti sono tutte nulle.

Per come & stata scelta la funzione 1 & chiaro che i vettori
z1(a,0;(0,0), 1a,), i=1,...,n

sono linearmente indipendenti. Osserviamo inoltre che, denotata con
A la j-ma colonna della matrice F e posto, per ogni k € N,

Py ={(z,9) € A:|\z,y)| < k},
per il teorema della convergenza dominata si ha, per ogni 1 =1, ... , T

lim Igeppn=lap in LP(A B
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conseguentemente, per il Teorema 1 e la Proposizione 1, anche i

vettori

(7) . ZL(CE,b; (070); IA,'ﬂPk/-L); 1= 11 <oy I

sono linearmente indipendenti se k£ & sufficientemente grande, cosa
che nel seguito supporremo.

Verifichiamo adesso che, fatta eccezione per al pitt n valori del
parametro ¢t € IR, la coppia (L, F +tH) risulta R"-c.c. Infatti, detto
@ € R™ il j-mo elemento della base canonica di R™, considerate le
funzioni uy,...,u, € M(A, R™) definite da

ui(z,y) = lapp, (2, )0, @9 €4, i=1,...,n
si ha, perogni 1=1,...,m,
Fui = lanp ) € (LA, R™) OLP(A, R™),
Hu; = 1a0p € (L®(A, R™) O)LP(A, R™),
quindi @; € Upy, g © inoltre
z1,(a, b; (0,0), (F + tH)u;) =
= 21(a, b;(0,0), Fu;) +tz.(a, b; (0,0), 1a,np, 1).

Poiche i vettori (7) sono linearmente indipendenti, il determinante
della matrice le cui colonne sono:

21(a,5;(0,0), (F +tH)uy), i=1,...,n,

e, rispetto a ¢, un polinomio di grado n; pertanto se t non & uno zero
di tale polinomio, anche i vettori (8) sono linearmente indipendenti,
ciog (L, F +tH) & R"-c.c.

- A questo punto, per completare la dimostrazione del teorema &
sufficiente scegliere t € IR, con [t| < g/||H|| L= ™y, in modo che la
coppia (L, F +tH) sia R"-c.c., e prendere H =tH. Con tale scelta di
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H, infatti, & evidente che, posto G = F' + H, sono verificate la i) e la
i1). La validita della iii) & poi assicurata dalla (6).
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