SULLA DIPENDENZA CONTINUA DELLA SOLUZIONE
DEL PROBLEMA DI DARBOUX
DAI COEFFICIENTI DELL’EQUAZIONE

GIUSEPPE TOMASELLI (Catania) *

We prove the continuous dependence of z, the solution of the Darboux
problem for the equation

(E) Zzy + A(T,¥)2, + B(z, y)zy + C(:r, vz = f(z,y),

on the coefficients A, B, C.

Here, z belongs to a Sobolev space and A, B, C verify some rather general
assumptions (which do not imply boundedness).

1. Introduzione.

Siano: A =]0,a[x]0,b[ (a,b > 0), p € [1,00], n € N; sia f un
elemento di LP(A,R") e siano ¢,1 due funzioni, elementi degli spazi
di Sobolev W1P(]0,a[,R™) e whe(o, b[,R™), rispettivamente, tali che
©(0) = 1(0). Allora, come & noto, se A, B, C sono tre nx n-matrici funzioni,
definite in A e verificanti opportune ipotesi (per es.: A, B,C € LA, R™™);
cfr. [5], Theorem 5), il problema di Darboux

(B)  zgy+ Az, )20+ Bz, y)zy + C(z,9)2 = f(z,y) qo. (z,y) €A,

©)  2(z,0)=p(x) V 2€]0,a , 20,9)=19%@) VY y€]0,b[,

* Entrato in Redazione il 30 marzo 1988
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ammette, nella classe W;(A,R") delle funzioni z che appartengono a
LP(A,R™) insieme con le derivate nel senso distribuzioni 2, 2, 25,, una
ed una sola soluzione.

Recentemente, A. Villani [6] e G. Emmanuele — A. Villani [3],
nell’ambito dello studio di un problema di ottimizzazione relativo ad
un processo di controllo descritto da un sistema iperbolico del tipo (E),
hanno dimostrato I'esistenza, I'unicita e la dipendenza continua dai dati
(p,¥) e dal termine noto f della soluzione z € W;(A,R"), adottando
per i coefficienti A, B, C delle ipotesi abbastanza generali (che non ne
implicano la limitatezza). Precisamente, supposto 1 < p < oo, in [3] si
dimostra che se A,B,C sono tre funzioni misurabili da A in R™",
verificanti le ipotesi ‘

b

(o) supess | |A(z,y)|Pdy < o0,
z€]0,af /O

a
(B supess/ |B(z,y)|Pdz < o0,
y€J0,0[ JO

(y  CeLP(AR™),

allora, per ogni f € LP(A,R™ ed ogni (p,9) € WHP(]0,a[,R?) x
wirQ0,b[,R™), con ¢(0) = 9(0), esiste una ed una sola funzione
z = z((<p, ), f), elemento di W (A, R"), soluzione del problema (E), (O).
Inoltre la funzione '

(o, ¥), /) — 2((p,¥), f)

¢ un isomorfismo algebrico e topologico tra lo spazio dei dati (((p, 1), f)
(sottospazio lineare chiuso di W12(]0, o[, R™) x W1P(]0, b[, R") x LP(A, R™))
e lo spazio W7 (A,R"™) delle soluzioni. Le ipotesi (a), (B), (y) sono in
un certo senso le pilt generali possibili; infatti, come viene dimostrato
in [3], esse sono condizione necessaria e sufficiente affinché l'operatore
differenziale lineare del secondo ordine definito dal primo membro della
(E) trasformi W (A,R™) in un sottoinsieme di LP(A,R").

Come indicato dal titolo, lo scopo del presente lavoro & lo studio della
dipendenza delle soluzioni z del problema (E), (C) dai coefficienti A, B, C,
ritenendo fissati i dati (((p,¢), f)'. Precisamente, dopo avere introdotto
nel n. 2 gli spazi funzionali che utilizzeremo nel corso del lavoro,
evidenziandone alcune proprieta fondamentali, nel n. 3 dimostriamo che,
fissati comunque i dati ((ga,gb), f), la trasformazione che ad A, B,C
associa z, soluzione di (E), (C), ¢ una trasformazione continua dello
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spazio dei coefficienti, munito di una tbpologia collegata in modo naturale
alle ipotesi (@), (3), (), nello spazio W, (A, R™).

~

E a questo punto naturale chiedersi se vi sia dipendenza continua
della z anche dal complesso dati-coefficienti. Anche questa domanda
ha, come vedremo nel n. 4, una risposta affermativa. Infatti, un
esame approfondito della dimostrazione di esistenza, unicita e dipendenza
continua data in [3], mostra (Teorema 8) che la norma della trasformazione
lineare
| (o), f) = 2((o, ), f)

puo essere maggiorata con una costante che dipende soltanto dalla norma .
di A,B,C.Si riesce cosi provare (Teorema 5) che la funzione che
associa z al complesso dati-coefficienti & addirittura lipschitziana in ogni
insieme limitato. Per concludere, segnaliamo che i risultati qui conseguiti
sono suscettibili di applicazioni nell’ambito della teoria dei controlli per
sistemi retti da equazioni del tipo (E). Ad esempio, come vedremo in un
successivo lavoro, tali risultati consentono di studiare la permanenza di
un certo tipo di controllabilita completa al variare dei coefficienti. '

Ringrazio il prof. Alfonso Villani per le utili discussioni sulle questioni
affrontate nel presente lavoro.

2. Spazi Funzionali.

-Sia, d'ora in avanti, I < p < co. Denotato con R, R =]zg, T1[x]yo, y1[,
un rettangolo aperto di R?, faremo uso dei seguenti spazi funzionali.

DEFINIZIONE 1 (cfr. [2], [4]). W, (R,R"™) é lo spazio di Banach delle
(classi di) funzioni misurabili w: (z,y) — w(z,y), da R in R™® che
appartengono a LP(R,R™) (1) assieme alle derivate nel senso delle

distribuzioni wy, Wy, Wyy, con la norma

wllwsr ey = Cllw][Zogp rey + 1 wallf o zm
+ Hwy”II),P(R,R") + szy”iP(R,R") WP W we Wy (R,R"™).

DEFINIZIONE 2 ( (*)). L?P(R,R™) ( risp. L®P(R,R™) ¢ lo spazio
di Banach delle ( classi di) funzioni misurabili u : (z,y) — u(z, y),

(1) Il significato di LP(R, R™) e della norma I |lze(r,R") & quello usuale.
(%) Per ulteriori ragguagli sughi spazi [P con norma mista, cfr., per es., [1].
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da R in R" tali che la funzione numerica x — supess |u(z,y)| ( risp.

v€lyo,yl
y — supess |u(z,y)|) appartiene a LP(1zo, x1[) ( risp. LP(yo, v10), con
: z€]xo,21[
la norma

1/p
|lullzormrey = (ﬁ sup ess |u(x, y)[P dm) vV ue LPP(R,R")

zo,z1[ YEIyo,nl

( risp.

[lul

1/p
LEP(RRY) = </ supess |u(z, y)P dy> V ue L7P(R,R") ).
] .

yoyil z€lxo,z1[

, DEFINIZIONE 3. W,(R,R") @ lo spazio di Banach delle ( classi di)
funzioni misurabili w : (z,y) — w(z,y), da R in R", che appartengono
a L*®(R,R") e le cui derivate nel senso delle distribuzioni Wg, Wy
appartengono, rispettivamente, a LyP(R,R™) e a LPP(R,R™), con la
norma

|[wllw,& Rey = ||w]| Lo R7)
+ [|wal|Lerrrm + |[Wyllermry ¥V w € Wh(R,R™).

DEFINIZIONE 4. LE>(R,R™) (risp. LE*(R,R™") & lo spazio di
Banach a{elle ( classi di) funzioni misurabili F : (z,y) — F(z,y), da R
in R™", tali che la funzione numerica (3)

T — |F(z,y)|F dy
lyo,uil
( risp.
y — |F(z,y)|P dz )

l1zo,21[

appartiene a L°(lzo, z1[) ( risp. L=yo, y1[ ), con la norma

: 1/p
| F|[Lp(p,Ren) = sup ess </ |F(z, y)| dy> V F € LB(R,R™)
Jyo,u1(

z€]z0,71 [

(*) La norma | F| di una matrice F' € R™ & qui definita come il sup{|Fy| : v €
Rn ) Ivl _<__ 1} : |
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( risp.

yElyo,y [

1/p
1P ||z sy = sup ess ( [ |F<m,y>npda':) VF € LE(R,R™Y).
Jzo,z1l

Le funzioni w, elementi di Wy (R,R"™), si caratterizzano nel modo
seguente:

PROPOSIZIONE 1 (Cfr. [2], Teorema 1.2). Gli elementi di W, (R, R™)
sono tutte e sole le funzioni u della forma

z Y
1) «Maw=/: h(€, m) dé dn
. e y] Yo

x Yy
+/fMO%+/fmmw+cV(aWER,
o Yi

0

con h € LP(R’R")’ h'l e LP(]wO"ml[,R"), h2 S Lp(]yO) yl[) Rn)’ cE Rn.
Inoltre, denotato con S,(R,R™) lo spazio di Banach prodotto (%)

Sp(f, R™) = LP(R,R") x LP(1zo, z:1[, R") x LP(Jyo, y1[,R™) x R™,

si ha (cfr. [2], Proposizione 1.1)

PROPOSIZIONE 2. La trasformazidne che ad ogni (h,hi, hy,c)y€
Sp(R,R™) associa lelemento w di Wy (R,R™) definito dalla (1) é un
tsomorfismo algebrico e topologico.tra S,(R,R™) e W, (R, R™).

Dalle Proposizioni 1 ¢ 2 discendono facilmente le seguenti ulteriori
proprieta dello spazio W, (R,R").

PROPOSIZIONE 3. W (R,R") C CO(R, R™) algebricamente e topolo-
gicamente. '

PROPOSIZIONE 4. Sia w € W;(R,R™). Allora, per ogni y € [yo,v1]
C) ( risp. z € [zo,71)), la funzione x — w(z,y) ( risp. y — w(z,y))

(4) Ogni qual volta si considerera uno spazio di Banach prodotto lo si intendera
munito della norma del grafico.

(5) Si tenga presente che, in virtli della Proposizione 3, w si prolunga per continuita
in R. Questa avvertenza non verra ribadita nel seguito.
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appartiene a W'P(Jzo, z1[,R®) () . ( risp. W P(lyo, yi[, R®)). Inoltre,
Poperatore lineare ( di traccia) w — w(-,y) ( risp. w — w(z,-)), da
W;(R, R™) in Wl’p(]:z;o,:vl[,R") ( risp. W'PQyo, 11, R™), & continuo,
uniformemente al variare di y € [yo,y1] ( risp. di = € [zo, z1]).

PROPOSIZIONE 5. Sia w € Wy (R, R™). Allora w, € LPP(R,R™) (
risp. wy € LOP(R,R™). Inoltre, la trasformazzone lineare w — wy ( risp.
w — wy), da Wy(E,R"™) in LyP(R,R™) ( risp. in LPP(R,R™), @

continua.
Dalle Proposizioni 3 e 5 discende ovviamente la

PROPOSIZIONE 6. Wy (R,R™) C W,(R,R"™) algebricamente e topolo-
gicamente.

Conseguentemente, posto
Wl = [|w|lwyarn + |[waylliern YV w € WI(R,RY),

si ha che la topologia della norma | IW*(R R+ € meno fine di quella della
norma || ||ws (g, D'altra parte & immediato verificare che

”wHW;(R,R") < QhU'W;(R,Rn) vV we W (R,R"),

dove ¢ & un’opportuna costante (che dipende solo dal rettangolo R). Si
ha pertanto

PROPOSIZIONE 7. || ”W;(R,Rn) e I.IW;(R,Rn) sono norme equivalenti.

Siano, adesso, F € L§'°°(R,R“'"), u € L‘y’°’p(R,R”). Si- ha allora,
come & facile verificare, Fu € LP(R,R"™). Anzi, denotato con R’ un
arbitrario rettangolo aperto contenuto in R, risulta '

|Fulleecr ko) < 1P|z roml | o rey -

Analogamente, se G € LE*(R,R™), v € L®P(R,R"), si ha Gv €
LP(R,R™) e risulta, per ogni rettangolo aperto R’ C R,

|G| Locrr R%y < |G| rom)l ]2 gy Ry -

(®) 11 significato dello spazio di Sobolev W 1P & quello abituale.
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Conseguentemente, denotato con MP(R, R™) lo spazio di Banach prodotto
8 . .

(") LB=(R,R™) x LE®(R,R™") x LP(R,R"") (%), sussiste il seguente

lemma, cui dovremo fare ricorso ripetutamente nel seguito del lavoro.

LEMMA 1. Sia M = (A,B,C) € MP(R,R™) e sia L loperatore
differenziale lineare
Lw=Aw; + Bw, +Cuw.

Allora L trasforma Wy(R,R") in LP(R,R™). Inoltre, per ogni rettangolo
aperto R' C R, risulta '

[ILw||per gy < [|M|[MorRom)||w| Iy Ry ¥ w € Wh(R,R").

3. Dipendenza continua dai coefficienti.

Sia, d'ora in avanti, A il rettangolo aperto ]0,a[x]0,b[, a,b > O.
Denotato con XP(A,R"™) lo spazio di Banach

{tp,9) € W'P(10,a[, R®) x W'#(0, 5[ R™) : p(0) = $(0)} ,

sottospazio lineare chiuso'di W1P(]0, a[, R®) x W'2(]0, 5[, R™), indicheremo
con DP(A,R") lo spazio di Banach prodotto ZP(A, R™) x LP(A,R").

Con le notazioni introdotte qui e nel paragrafo precedente, considerato
il problema di Darboux

(B)  2gy+ Alz,9)2; + B(z,y)2y + C(,y)z = f(z,y) q-O-' (z,y) €A,

(©) 2(z,0) = p(z) V z€10,al,200,y) =9@) V y €0,8[,
il Teorema 3.1 di [3] puo essere enunciato come segue:

TEOREMA 1. Per ogni M = (A,B,C) € MP(A,R™*) ed ogni d =
((p, V), ) € DP(A,R"™) esiste una ed una sola funzione

(z,y) — 2(z,y) = 2(z,y; M, d),

(") Cfr. lanota ().
(®) Lo spazio di Banach LP(R, R™") & definito in modo ovvio. Si tenga presente

anche la nota (%).
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elemento di W5 (A, R™), soluzione del problema di Darboux (E), (C).
Inoltre, per ogni M € MP(A,R™"), la trasformazione funzionale

d— 2(3sM,d)
e un isomorfismo algebrico e topologico tra DP(A,R") e Wy (A, R™).

Il Teorema 1 esprime la dipendenza continua di z € Wy (A R™),
soluzione di (E), (C), dal complesso dei dati d = ((30, V), f) € DP(A,R™) .

Supponiamo ora di fissare il complesso dei dati d = ((go,¢), f)
e di far variare invece il complesso dei coefficienti M = (A, B,0O).
Otteniamo in questo modo una trasformazione funzionale da MP(A R™™)
in W;(A,R"). Vogliamo dimostrare che tale trasformazione & continua.
Con termini piu precisi, vogliamo provare che vale il seguente

TEOREMA 2. Per ogni d = (((p, V), f) € DP(A,R™), la trasformazione

funzionale
M —2(5M,d),

da MP(A,R™) in W3 (A, R"), & continua.

Dimostrazione.. Siad = ((go, ), f) un qualsiasi elemento di DP(A, R™).

Sia (Miken = <(A’C’B’°’C/°))keN una successione di elementi di

MP(A,R™"), ivi convergente verso M = (4, B, 0). Dobbiamo dimoi‘g'are

che la successione (z(-; My, d)) ren converge in WA, R™) verso 2(-, M, d),

cioé che, posto per brevita z; = 2(-; My,d), k€ N, z = 2(; M, d), risulta
hin |zk - ElW;(A,'R") =0.

Introdotti gli operatori differenziali lineari

Liz=Agzz+ Bgzy+Csz , k€ N,
Lz=Az,+Bzy+Cxz,

si ha, q.o. in A,
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e quindi, per il Lemma 1, per ogni k£ € N risulta
52Zk 0%z |
dzdy  Ozdy LP(AR™)
<@ = L)z o rey + || LeE — 20)||Loarm)
< 1M — M| lmearom [[Z] b, om0
+ ”MkHMP(A,RM)”—Z_' - zlc”Wp(A,R");

= |[LZ — Lezk||zrare)

conseguentemente, dato che lillanH— M||mrar) =0 (e quindi

sup || Mx||mea reny < 00) & sufficiente dimostrare (cfr. la definizione della
k

norma I kys(a ) che Iiinsz — Z||w,ar» = 0. A tale scopo, considerate

. due qualsiasi decomposizioni degli intervalli ]0,a[ e ]O,b[:

O=gy<a1< - <ar=a,

O=b0<b1<...<b8=b,

e posto A;; =lai—1,a;[x]bj_1,b;[, i=1,...,7, j =1,...,s, poiché per ogni
z € Wp(A,R™) risulta ’

' r 8
lzllwoarn < Y > 2w,y re,

1=l j=1

sufficiente provare che hmi]zk — szp(Al rRy=0 per ogni 1=1,...,7,
1,...,s.
Denotiamo con 2 l’elemento di Wy (A, R") dato da

e
J

E(z,y)=w(ar)ﬂ/)(y)—90(0)»+Amﬁyf(€,n)d€dn , (3, €A;
si ha, per ogni (z,y) € A, | |
24(@, y) = E(z,9) — / ’ ﬁ W€ mdedn , kEN,
'z‘(a:,y)=5(x,y)—/;ﬁy(ﬁ)(é,n)d{dn,

da cui

z y
2z, y) — 2(x,y) = A ﬁ Tz — Lyzi)(€,m)dédn , kEN,
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e quindi, con facili calcoli,

2e(z, y) — 2(z, y) = wi; k(z, y) + 05 4 (z, v)
+ Tz, ) Ywi(z,y) , kEN ,i=1,... r, Jj=1,... 8,

dove wij k, Oik, Tj wij k sono gli elementi di Wy (A, R™) dati da

T v
wij k(z, ) = / [ @2 — Lez€, mdg dn,

0ik (@, ¥) = 26(0i1,9) ~ Z(@ie1,0) T, y) = 24z, bj_1) — Bz, biy),
wij k(x,y) = Z(ai_1, bj_1) — zk(ai_1, bi—1).

Posto, per i =1,...,r, j=1,...,s,

0 set1=007=0
@ 1o =
| 1wy rey s d,7 > 1,

risulta, come & facile controllare, per ogni k € N, i = L...,r,7=1,...,s,
okl <lae =2ty |l < lze — 21,

|lwij kli; < 2k — Z[ic1j-1,

mentre, per quanto riguarda wij k, avendosi per ogni (z,y) € A

. z v —
wij k(z, y) = A [T — Lu)Z] (€, m) dé dn
T v ’
+ / [Li(Z — 2))(€, n) dE dn,

1 Jbj

si ottiene con facili calcoli
|wijkliy < eI — L)z oy ko) + || Lk G — 20| |ioay 1)
dove

B)  upy) = (@i — ai )by — by )] Y?
+(ai —ai )P+ (b — b DY 1 p+1)p =1,
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e quindi, per il Lemma 1,

lwijkliy < wpip)(JIM — Mi|Imearem|Z]s
+ || M| Imeca oy |2 — 2k [i5)
<M — Millmoarony + 22 |2 — 25

dove _
AL = n}z];x Lp(Ai) 235,

Az = Xy (A) SUP || M| lvecareny
Otteniamo pertanto, per la norma |z — Zl|ij, la seguente maggiorazione:

(4) |z —Zliy < |2k — Zlic1j + |2 — Z]i5-1
+lzp — Zlim1jo1 + M || M — Mi|lmearen) + X2 |2 — 2455,

perogni k€ N,i=1,....,r,7=1,...,s.

A questo punto osserviamo che le costanti \;, X\, si possono
rendere arbitrariamente piccole, pur di effettuare la decomposizione
degli intervalli ]0,a[, ]0,8[ in intervalli di lunghezza sufficientemente
piccola. Supponiamo di avere effettuato la decomposizione di 10, al,
10,0 in modo che Xy < 1.Dalla (4), per i = j = 1, segue allora
liinlzk — 2|11 = 0; tenuto conto di cid, ancora dalla (4), per i = 1,

J =2, segue liin |2 — Z|12 = 0. Iterando il procedimento, si ottiene, per
i=1,...,r,7=1,...5, liznlzk —Z|;; = 0, che & quanto volevamo provare.

Cid completa la dimostrazione del teorema.

4. Dipendenza continua dal complesso coefficienti-dati.

Dai Teoremi 1 e 2 segue che la trasformazione funzionale
(M;d) - Z(;M)d))

da MP(A,R™") x DP(A, R"™) in W;(A,R™), & continua rispetto ad ognuna
delle variabili M, d, separatamente. E naturale a questo punto chiedersi
se tale trasformazione sia continua rispetto al complesso delle variabili.
La risposta a questa domanda & affermativa, e cid & quanto vogliamo
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dimostrare in questo paragrafo. A questo scopo, cominciamo con 'osservare
che la norma della trasformazione lineare e continua d — z(:; M, d) puo
essere maggiorata con una costante che dipende solo da ||M||me(a Rrn).
Piu precisamente, si ha il seguente

TEOREMA 3. Denotata, per ogni M € MP(A,R™"), con k(M) la norma
della trasformazione lineare e continua d — z2(-; M,d), da DP(A,R"™) in
Wy (A, R™), e posto, per ogni 6 >0,

H(8) = sup{k(M) : ||M||mrarem) < 8},
risulta H(6) < co per ogni 6 > 0.

Dimostrazione.. Fissato & > 0, effettuiamo una decomposizione
del rettangolo A in rettangoli Aj; =lai-1,ai[x1b;_1,0;[, ¢+ =1,...,r,
j=1,...,8,dove O=qgp< a1 < - <a,=qa, 0=by< by < - < by =b,
in modo tale da aversi, perognii=1,...,7, 7 =1,...,s, pp(4&;) < 1/(26),

dove la quantita uy(A;;) € definita dalla (3). Fissiamo inoltre le costanti
Bij» 1=0,1,...,r, j=0,1,..., s, nel modo seguente;

Bo; = Bio =0,
Bij =1+ 2(Bi—1; + Bij—1 + Bi—1j—-1) .

Sia ora (M,d), M =(A,B,C), d = ((go,ip),f), un qualunque
elemento di MP(A,R™") x DP(A,R™). Come & noto (cfr. la dimostrazione
~del Teorema 3.1 di [3]), z(-; M,d) & limite, nella topologia di W,(A,R"),
di ogni successione ricorrente (zg)ien,

24(z,9) = @, ) - ﬁ ﬁ(sz_lxs,n)d&dn @yed, ken,
dove L & TYoperatore differenziale lineare
Lz=Az;+Bz,+Cz,
z & Telemento di W (A,R") dato da

. T Yy
’z'(w,y)=so(x)+¢(y)—so(0)+ﬁ A FEmdedn |, (z,m) €A,

e zp & un qualsiasi elemento di Wp(A R"). In particolare, scegliendo
29 =0, si ha, nella topologia di W,(4,R"),

(5) z(';M;d)__—Ewk:
k=1
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dove wy = 2y — 2t_1, k € N (in particolare w; = Z). Continuando ad
adottare la notazione (2), introdotta nel caso della dimostrazione del
Teorema 2, si ottiene, perognik € N,i=1,...,r,7 =1,...,s, ragionando

come in [3], la maggiorazione

|wia1if < |Weatliz1y + [Wist|ij-1
+|weat |i—1j-1 + pp(Ai) || M ||Me(a romy [wi i

da cui, per la scelta effettuata dalla decomposizione di A,

: 1
l’wk+1'z'j < l'wlc+1|i—lj + lwk+1|ij—1 + l'wlc+1lz'~1j—1 + 5 !'wlclij-

" Dall’'ultima disuguaglianza si deduce, per ogni s=1,...,r, j=1,...

1 — 1 >
2 Z lweli; < > fwi iy +E(Iwk|;_u +|wilij—1 + |welizi7—1) -
k=2 k=2

Conseguentemente, per ogni 1 =0,1,...,7r, 7 =0,1,..., s, risulta
[oe]

(©6) D lwlis < B |1 hwyarn.
k=2

1 S»

Infatti, la (6) & ovvia se 1 = 0 oppure j = 0; d’altra parte, la validita
della (6) per le coppie di indici (0 —1,7), (4,7 — 1), 1 — 1,7 — 1) implica
che la (6) & verificata anche per la coppia di indici (3, ); si ha, invero,

tenuta presente la definizione delle costanti f§;;,

o0 o0
D " lweliy < fwilis + 23 (lwelioy + Jwilij1 + [wilio1;-1) <
k=2 k=2

<12l wyarey + 2(Biz1j + Bij—1 + Bi_1/) 2]l wyarey =
= Bij |Iz]lw,carm-

Dalla (5) e dalla (6) si ottiene per ogni i=1,...,7,j =1,...,s

205 M, Dy <7 lweliy < A+ Bip) |2l wya e
k=1
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conseguentemente

12 M, Dllwyary < D D 26 M, D)y <

=1 j=1

< <TS + Z E ,@,) IITIW,J(A R)-

=1 j=1

D’altra parte si ha, come & facile verificare,

121l w,a,r») < 77 ||d][DrcaRe) |

essendo 4 una costante che dipende solo dal rettangolo A; si ha inoltre
(cfr. le considerazioni che precedono la Proposizione 7)

[2C; M, Dllwzary < 111205 M, Dbysary

dove anche la costante ; dipende solo dal rettangolo A. Si ha allora,
tenuto conto del Lemma 1, B

[12C5

M d)HW*(AR“)
< 1(|l2G; M, Dllwyarm + [2s9 (5 M, d)HLPmR"))
=m (||2(; M, D|lwyarm+ || — Lz(5 M, d) + f|lzrary))
< (]2 M, D) |lwyars
+[|L2(; M, d)||zoarm + || fllLoarm)
< 1 (ll2G M, Dllw,are
+[| M |lvearem]|2C5 M, D |wya, R">+ ||d]Ipe(a rm))

< ’71{ (1 + ]| M ||mpca,rom)) <TS + Z Eﬁz;) 12wy o)+ [l IDeca, Rﬂ)}

1-1]1

<M { (1+ 1M ||mpca,rom)) <7”3 + Z Z ﬁz‘;’)’Y + I}HdHDp(A,Rn) .

=1 j=1

Per Parbitrarieta di d € DP(A,.R"), risulta

k(M) < ’71{(1 + || M]|mea,rem)) <’fs > 5i;">7 + 1} )

=1 j=1
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e quindi

sup{ k(M) : ||M]||mearon) < 5} <
T 3
< ’71{(1 +5)<TS+ZE@J'>’7+ 1} )
i=1 j=1
cio che completa la dimostrazione del teorema.
Siamo adesso in grado di provare il
TEOREMA 4. La trasformazione funzionale
da MP(A,R™™) x DP(A,R™) in W, (A, R"), & continua.

Dimostrazione.. Sia ((Mk,dk)) key una successione di elementi di

MP(A, R™™) x DP(A,R™), ivi convergente verso (M, d). Si ha, per ogni
ke N,
||2(:; My, di) — 2(5 M, E)HW;(A,R") < |z(5 Mg, di — a)”Wg(A,R")
+|2(5 My, d) — 2(5 M, ZZ)HW;(A,R»)

ed & hin”z(-;M,;,a)—z(-;‘M,E)HW;(A,Rn) =0 in virti del Teorema 2.

D’altra parte, per il Teorema 3, posto

L= sup || Millmea Rev

risulta H(l) < oo, da cui

lim||z(5 Mk, dy — D||wsarm =0.

Si ha pertanto L
lim 2(; My, di) = 2(5; M, d)

in W;(A,R”). Il teorema. & cosi dimostrato.

Nel corso della dimostrazione del Teorema 4 abbiamo implicitamente
utilizzato il fatto (ovvia conseguenza del TEOREMA 3) che la
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trasformazione lineare d — 2(-; M,d), da DP(A R™) in Wg(A, R"), &
continua, uniformemente al variare di M in ogni insieme limitato di
MP(A, R™™). E naturale allora chiedersi se una proprietd analoga valga
anche per la trasformazione M — z(-; M, d). Una attenta rilettura della
dimostrazione del Teorema 2 alla luce del Teorema 3 consente di dare
risposta affermativa a questa domanda e di ottenere conseguentemente
una formulazione pitt precisa del Teorema 4.

TEOREMA 5. La trasformazione funzionale
(M,d) — 2(s M,d),

da MP(A,R™") x DP(A,R"™) in Wg (A,R™), ¢ lipschitziana in ogni insieme
limitato di MP(A,R™") x DP(A,R").

Dimostrazione.. Sia 6 > 0 e siano (M;,dy), (H, d) due qualsiasi
elementi di MP(A,R™") x DP(A,R™) aventi norma non superiore a §. Si

ha ‘
||2(; M1, d1) — 2(5 M, E)”W;(A,R")
< ||z2Cs M1, d1 — E)”W;(A,R")
+]|2(; M1, d) — 2(; M, E)HW;(A,R") :
Per il Teorema 3 risulta
[|2(s M1, dy - E)HW;(A,R") < H®)||d1 ~ dl|pecarm ;
d’altra parte
|2(; My, d) — 2(; M, EZ)”W;(A,R")
< yilz(5 M1, d) — 2(5 M, E)IW;(A,R")
= (|2 My, d) — 2(5 M, d)||w,a rey
+ Hzmy('; M, ’ E) - Z:):y('; —M_) a)”LP(A,R")) )

con ; costante che dipende solo dal rettangolo A; inoltre, ragionando
come per il Teorema 2,
|22y (3 M1, @) — 22y (5 M, D) Lrca rr)
<|IM — Miflmeare) [[2C5 M, Dl [wyarm
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+ || Milvecarom [|2(5 M, d) — 2(5 M1, )| |w,arm
<|IM — Mmoo ey KCE) |[d] [pearey
+8||2(s M, d) — 2(; M1, d)||w,care)
< H(6)8|[M — Milmecarem)
+8 ]2 M, d) — 2(; M1, d)||w,arm.

E pertanto sufficiente dimostrare che esiste una costante ¢, dipendente
solo da §, tale da aversi

|25 M, d) — 2(; My, Dllwyarm < ¢ |[M — Mi||mpcaren)
A tale scopo, posto per brevita
a=z2(;M,d) , Z=2(;M,d),
ed effettuata una decomposizione di A in rettangoli A;; =]a; 1, a;[x
xJbj_1,b0;[, i=1,...,7, j=1,...;s, dove O=qgp < a; < --- < ar = a,

O0=0byp < b <---<by=b si ottengono, adottando la notazione (2), e
ragionando come per il Teorema 2, le maggiorazioni

8) |21 = Z|ij < |21 — Zlic1y + |21 — Z|ij—1 + |21 — 2)is1; 1
M HM — MIHMP(A,RTL.H) ) Izl — El,',' ,
i=1,...,r,7=1,...,s,

dove
Al = IT}Z}XMp(Aij) [Zli;

Az = max pp(A) || Mil[meca rony

con /(A5 ) definito dalla (3). Supponiamo di avere fissato la decomposizione
di A in modo che max y,(A;;) < 1/(26). Si ha allora dalla (8)
i

1 _ _ _
s lz1 =2l <|z1 = Zlicyy + |21 — 2551

ORI

_ 1 —
+ lzl — Z!i—lj—l + 5 H((S) HM — MlllMp(A,Rmn)

1=1,...,7,7=1,...,s.
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Dalla (9), con procedimento iterativo, segue

|21 = Z|ij < i |[[M — Mi|lmsa ron)

T 3

con c;; costante che dipende solo da 6. Pertanto posto ¢ = ZZCU‘, si
=l =1
ha la (7). Cio completa la dimostrazione del teorema.
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