NUOVI CONTRIBUTI ALLA DIFFERENZIABILITA DELLE
SOLUZIONI DEBOLI DI SISTEMI PARABOLICI NON LINEARI
DI ORDINE 2m AD ANDAMENTO QUADRATICO

LUISA FATTORUSSO (Reggio Calabria) (*) (*¥)

In this paper we improve on the results of [6] on the local differentiability
of the weak solutions of the non linear parabolic systems of order 2m with
quadratic growth

U

> (1) D%(X, Du) + %t— =0,

la|<m

with X =(z,t) € Q =Q x (-T,0),

o@:Qx | [[RY | = RrY,N,meN—{1}.

o] <m

1. In un recente lavoro (cfr.. L. Fattorusso [6], Teorema 2. III)
ho stabilito risultati di differer_lziabilité locale per le soluzioni u €
LY=T,0, H™(Q, RV n C™1MQ, RY) () (m,N interi > 1, X € (0,1))

(*) Entrato in Redazione il 4 ottobre 1988 :
(**) Lavoro eseguito con contributo finanziario del M.P.I. e nell’lambito del G.N.A.F.A.

del C.N.R. _
(}) Qui e nel seguito la holderianita & intesa rispetto alla metrica parabolica

d(X, V) =max{||z — ||, [t —7|"*"}, X =(z,0), ¥ =@y, 7).
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del sistema parabolico non lineare di ordine 2m ad andamento quadratico:

5u4_ 2
———t——O().

(1.1) Z (- D D**( X, Du) + 5

lal<m

In seguito a una conversazione avuta sull'argomento con M. Marino,
mi sono accorta che la tecnica utilizzata per dimostrare il Teorema 2.1I1
di [6] consente di acquisire i medesimi risultati di differenziabilita, .per
le soluzioni u € LA(—T,0, H™(Q, RV))n CO(—T,0], H™ Lo IRN)) del
sistema (1,1) tali che () :

D% € C*XG,RY), Va : [a] = m — 10).

Quest’ul'tima ipotesi appare piu n'aturale di quella che figura
nell’'enunciato del Teorema 2.III di [6] (u € C™ M@, RY)), in quanto
I'hélderianita & richiesta per le sole derivate spaziali di ordine m — 1.

Aggiungendo poi una conveniente ipotesi di regolarita in t su queste

2m
derivat iali «@ 1+8)/2my__ 2 R™ n+
erivate spaziali (D% € H (—a,0,L*(B(c), R™)), T T <

0 <1, || = m —1) & possibile, grazie ad un opportuno teorema
d’interpolazione (che verra provato nel n. 3), migliorare i risultati di
differenziabilita di [6] (cfr. il Teorema (4.1)).

La nomenclatura ed il simbolismo sono quelli di [6]. Ne diamo brevi
cenni rimandando a [6] per maggiori dettagli.

2. Siano Q un aperto limitato di R®, 7 > 2, di punto generico

z =(%1,22,...,%,), T un numero reale positivo e @ il cilindro Q x (T, 0).
?) Sea = (o1,02,...,04) 2 un multiindice, porremo, come d’abitudine,
0

[al=a1+a2+...+an, Da=D?1D;Q...D,C:”, Di:ﬁa.’r' :
3

se u & una funzione di ) in IR, scriveremo

Du = {D*u}|g<m, D'u = {D*u}|aj=m, D"u = {D%u}|aj<m.-

() Cfr. il Teorema (2.1)
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Denotiamo con X il punto (z,t) di R* x R, z € R, t € R, con B(z% o)
il cubo di R":

B, o)={z € R":|z; — V| < o, 1=1,2,...,n},

dove 20 = (:z:l,:cg,... 0) €ER" e 0 >0, e con QX% o) il cilindro
B(z? o) x (% — o™ to) X0 = (20,9,

Nel cilindro @) prenderemo in esame il seguente sistema parabolico
nonlineare di ordine 2m

(2.1) Z (—DI DX, Du) + %ﬁ =0,

la<m
dove a®(X,p), |a| < m, sono vettori di RY, definiti in A = QxR &,
soddisfacenti le seguenti condizioni )
(2.2) 7 vettori a®(X,p), |a| < m, sono misurabili in X ¥V p € R, continui
in p VX € Q, e per ogni (X,p) € A con ||p"|| < K
6%, P < MUEO{F*X) +]1p'|}

dove f* € L2(Q);

(2.3) i vettori a*(X,p), |a| = m, sono di classe C! in QxR e per ogni
(X,p) € A con ||p"|| < k

n a o R
o]+ ST 1ol + ZZ -—/3- < MUEO{1+||p|]},
i=1 Il<m k=1 Pk
> Z a—; < M(K);
Bl=<m k=1 || Pk

(2.4) esiste u(K) > 0 tale che

o
> 2 aafé PP et > uir) Y el

hk=1 fof=|gl=m lof=m

* R denota il prodotto cartesiano H RY p= {P*}Haj<m P* € RV, il generico
loj<m |
vettore di K.
(°) Vedi le ipotesi (1.2), (1.3) e (1.4) di [6].
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per ogni sistema {ﬁ"‘}laI:m di vettori di RN e per ogni (X,p) € A
con ||p"|| < K.

Per soluzione del sistema (2.1) intenderemo, éome in [6], un vettore
u € LA~T,0, H™(Q, RV) N L®(—T,0, H™ 1*°(Q, RY)) tale che

)
(2.5) / > @*(X, Du)|D%) — <u|-£> dX =0
Q

laj<m

Vo € L3(—=T,0, H{Q, RV)) NHY(=T,0, LX(Q, RN)) N L>(~T,0, H™ 1>
Q, RM)) : p(z, —T) = p(z,0) =0 in Q.
Sussistono i seguenti lemmi.

LEMMA (2.1).Se u € L*(—T,0, H™(Q, RY)) N CO([—T,0], H™ 1
(Q, RY)) ¢ una soluzione del sistema (2.5), tale che

(2.6) D% € C®Q,RY), Va: la|=m —1, X € (0, 1),

se valgono le ipotesi (2.2), (2.3), (2.4), allora, YVB(30) = B, 30)Q,
Va,b € (0,T), a<b

2.7) u € L*(—a,0, H™?(B(c), RV)), V8 € (o, %) ,

e si ha la seguente maggiorazione:

0
(2.8) /ID’ulg,B(a)dt <clu, K, UG 0,b,m,mn)

0
1+/ E ‘faIdX-l-/lulmB(?)cr)dt
|cz|<m ~b N

dove K—supHD"uH u= Y [D%lyg
Jal=m—1
Dimostrazione. Fissati B(30) = B(z?,30)@Q e a,b € (0,T) con

2
a < b; siano Y(z) € C°(R") e p,(t) € CO%R), v intero > o le funzioni
reali soddisfacenti le proprieta (2.3) e (2.4) di [6].
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Procedendo come nella dimostrazione del Teorema 2.1 di [6] si ottiene
che (cfr. 1a (2.11) di [6))

—1/v

29 [ a | v alimantupis <
—b BQa)

r——

N o
DD / 9" 020y ®) | 7 DPus 2 [ D | i
op,,

laf=I8l=m 7<a k=1

— E E Z (Tth Up—F |D°‘(¢2m 73};“)> dX—

lof=m |Bl<m k=1

~h ) / (%‘ID“(W’" m@) dX +/¢2’”pypul|ﬂ pullPdX —

Y /(aa(x D)4 D* W} pu))dX = A+ B+C+ D+ F,

|a|<m Q

con 1 intero positivo < n, A numero reale, |h| < o,

K%wmdmww“szji;ngx
|Bl=m k=1 Dy

a Z Z aaa < MEY{1+||D'u|| +||msD'ul|}.

a:,. 18l<m k=1 5plc

Per ogni £ > 0, si ha:

—1/v
Al <cus,omm [ d [ mlmaDu] lnaDslldz <
5% BRo)
Yy
g%/dt / gbzmpf;]]n,hD’qud:c+C(K,o,m,n,£)-
% B2
—1/u

-/dt/HT,-,hD”qudx,

b B(20)



188 LUISA FATTORUSSO

e quindi dal Lemma 2.I di [5] si deduce la (2.15) di [6].

~1/v
210 14 < 5 / dt / 2™ 02|17 » D' u| P+
—b  BQo)
~1/v
+h*C(K,0,b,m,n,e) 3 1+ /dt/”D’u“zda:
-—b_ B@3o)

Analogamente si ha, per ogni £ > 0 (cfr. 1a (2.17) di [6]):
—1/v

2.11) |B|< /dt/ {-§-+C(K)(”Ti,hD”“H+
—b BQo)

+ Hn.hD”ull%}wz’"p%l!n,hD’ullzda: +h*C(K,0,b,m,n, &)

—1/v
1+ /dtfl]D’u]Ide +
—b  BQo)
—1/v ,
+C(K;e)/dt/”szmpgHﬁ,th”uH2||D'“||2dm-
Zb  BQo)

Essendo poi u € CO(—T,01, H™1°(Q, RY)) e D%y € C**Q, RY),
Va @ |a] = m — 1, risulta ancora verificata la maggiorazione:

l|maD"uw(X))| < C(K,U, o, m,n)lhl*, VX =(z,t) € B20) x <—.b, -——1-> :
v

e quindi la (2.11) diventa

2.12)|B| < {g + (K, U, 0, m, m)(|h[> + |h|2*} -
—l/u
[ @t [ wmaimanulfdos
—b BQo)
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~1/v

+C(K,U,0,b,m,n,e)(h®+h?). {1+ /dt/HD'qudm
~b  B@o)

Similmente, applicando il Lemma 2.I di [5] e facendo uso delle
ipotesi (2.2), (2.6) e u € CO([—T, 0], H™ 1o(Q, RV)), si ottengono le
maggiorazioni (2.20), (2.21), (2.22) di [6], di |C|, D ed |E| e quindi la
(2.23) di [6]. _ _

Partendo ora dalla (2.23) di [6] e procedendo come nella dimostrazione
del Teorema 2.I di [6], si perviene alle (2.7) e (2.8). ||

LEMMA (2.2). Se u € L*(~T,0, H™*(Q, RY)) N C([—T", 0], Hm™ 1o
(Q,R¥)),0 < 9 < 1, ¢ una soluzione del sistema (2.5), soddzsfacente la
(2.6), se valgono le ipotesi (2.2), (2.3), (2.4), allora, VB(30) = B(z°,30)CQ,
Ya,b€ (0,T7), a<b

(2.13)  u € L¥—a,0, H™"(B(c), RY)), V¢, € <o, 9+ %(1 — 19)> ,

e si ha la seguente maggiorazione:

0
(214) /lDlu"tZ?l,B(G)d’t S C(/.lv, K, U, 19, 191, >\, g, b, m, 'n)

0

+/ > lfa'1+0dX+/(|u|1271,B(30)+lDlulg,BGc))dt
b

Q [a|<m

Dimostrazione. Basta procedere con la stessa tecnica utilizzata per
dimostrare il Teorema 2.II di [6]. L'appartenenza, per q.o.t € (— 7,0) e

per ogni cubo B(p) = B(z°, p)@Q, di u(z,t) allo spazio H™P(B(p), RV),
Vo 2(1 +%)n
SPSOE L TO0

conseguenze delle ipotesi

, e la relativa maggiorazione (®), sono stavolta

u € L¥(=T,0, H™(Q, RV)), D% € C**(Q, rRV),

Va:lal=m—1, 0< 9, < 1. N

©®) Cfr. 1a (2.32) di [6].



190 LUISA FATTORUSSO

Dai Lemmi (2.1) e (2.2), facendo uso del metodo iterativo adoperato
in [5] (cfr. anche [4]), segue il preannunciato nsultato di differenziabilita
per le soluzioni del sistema (2.5).

TEOREMA (2.1). Se u € L*(—=T,0, H™(Q, RV)) N C%([-T,0], H™ 1.
(Q, RY)) & una soluzione del sistema (2.5), soddisfacente la (2.6), se valgono
le ipotesi '(2.2), (2.8), (2.4), allora, VB(c)@T B(og)TE, Va,b € (0,T),
a<b '

(2.15) u € L¥—a,0, H™(B(c), RY)), V& € (0, 1),
e si ha la seguente maggiorazione: '

0
(2.16)- /ID’-uI%,B(U)dt < C(u, K,U,%, X, 0,00,a,b,m,n)

—a

0
/Z ]f“|1“9dX+/|u|mB(c,0)dt | n
lal<m b

3. Scopo di questo numero & quello di provare il seguente risultato
di interpolazione:

TEOREMA (3.1). Siano a, \ due numeri reali positivi con A < 1, B(o)
un cubo di R™. Se

n+2m >

2 m+d N —_—
u € L%(=a,0, H"™(B(0),R")), ¥ € <n+2m+4>\’

3.1) D" € C**B() x (—a,0), R¥) N H3» (—a,0, L3(B(o), RY)),

Vy:iy=m—1,
allora

(3.2) D%u € L*(B(0) x (—a,0),RY), Va:|a|=
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e si ha la seguente maggiorazione

(3.3) /dt/ Z HDau — (D*u)B(o)x(—a, o)” dz <
(U) Ial—-m
< C(m,n, 9, \mis(B(o) x (—a, om“v

1+z7

E [un]iB(o)x( a.0) {/ Z |D® “’li”-?(c’)a"t+

l'1l=m—1 o laf=m

2 3
/dt /dg / IlD'*u(:cltt) —lfjgm I, }‘i‘

‘e B(o) hl=m-1
2(1 + H(n+2m)
n+2m — 2\

con q =

Dimostrazione. Sia A : B(o) x (—a,0) = U Q(o), Q(ox) = Blo) x

(to 2 k) una partizione di B(o) x (—a, O) in cubi a due a due senza
punti 1ntern1 comuni. Valutiamo l'integrale

D ID%u — (D*u)qy|[*dX,
Qlay) lal=m
relativo al generico cubo Q(ok) della partizione A.
Essendo

3.4 > lID%u = (D*wgeulPdX <
Qloy) lod=m

D ID%u — (D*w) gy |PdX +
Q(ow) |e}=m

> D) By — (D*w)qeylPdX,
Qloy) lal=m

(") Il caso m = 1 & dovuto a S. Campanato (Comunicazione personale). La dimo-
strazione che verra sviluppata &, salvo lievi modifiche, quella relativa al caso m = 1.
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il problema & ricondotto alla valutazione dei due integrali che figurano
nel secondo membro della (3.4).

Grazie alla maggiorazione interpolatoria (3).-

n
S |IDsv — (Div)peo|Pds <
B(O') i=1
4 A
n ) +9 Tz%
o, | D 1Dwl5ae | v — Bl R0
i=1
Vv € H*(B(0),R", 0 < 9 < 1,
ed alla ipotesi u € L%(—a,0, H™**(B(c),RY)), si ha per q.o.te
(tg — O'/%m, t%):_

1
hres
> ID%u — (D*wpeyllPds < e, 9 | Y 1Duf3 5y
Bloy) lod=m lef=m
) 29
> ID"u = (D"WBell§ e, <
[yl=m—1
1
1+d
29
S C(n) 19) Z IDGU%,B(G/;) ’ E ”DP’U’ - (D’Yu)Q(CTk)”('l;,.wB(Uk)J
la}=m lyl=m~1

da cui, integrando su (tg — o%m,tg) ed applicando la disuguaglianza di
Holder, segue:

65 [ S ID%u- 0" waelfdx <
Qlog) led=m

IH

-
o
—)
+
<ol

<otmnd) | [ 3 DU st

t([: _0-72nm |a|=m

—
I

> ID"u — (D)ol PdX :

(o) Il=m—1

@) Cfr.: [4], Appendice, Lemma 2.
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che & la maggiorazione cercata del primo integrale del secondo membro
della (3.4).

Maggioriamo ora l'ultimo integrale della (3.4) facendo uso della
seguente disuguaglianza interpolatoria (°)

(3.6) / > 1D Pdz <
B(o) 1=1

1+

29
< e(n, 9) (Z | Divl3 B(o)) 191162 + o2 I1l3 500) { »

Vo € H*(B@6),R"), 0 < ¥ < 1.

Risulta, in virtu della (3.6):

3.7 / > KD W@ — (D*w)gey|fdX <
Qloy) lel=m

0 0
9 0

< ——21; / / dé / Z |D%u(z, t) — D%u(z, &)||*dz <

Ok
10 "g2m tg_ogm Bloy) lol=m

v
C(7gln) dt ;/[ {i(: :E:: L[)‘”tt(ag t)——

t—cr

SRVAN

'117

—'Dau(l‘,f)lo,g(gk)) S |ID%(, ) — Duta, c‘)lla"é(m

hf=m—1
+og2 Y 1Dz, ) — Dulz, €)l|03<ck)}d5 <
I7l=m—1
1
tg | 1+¢
< c(m, 7, 0y Z ID“UI%,B(Gk)dt

(0 gom |al=m

) Cfr.; [4], Appendice, Lemma 1.
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> ”D"“*(D"U)Qmﬂlzd}() '

(o) l=m—1
¥
C(Zm+2) / dt / Z ”D’YU,(IZI t)—D’Y'u,(:L‘ g)HOB(Gk)dg
2m [yl=m—1

D’altra parte, per l'ipotesi

D% € H% (—a,0, LXB(o), RY)), Yy:|y|=m—1,

s1 ha:
tO 0
c(n, %) o N
(3.8) S / dt }: ID"u(z, 1) ~ Du(z, )|} gy de =
19— g2m tg a2m rl=m—1

|~

|
+
<)

=C(?mf2) / dt / dg / S 1D, ) — Drutz, &)|Pdx
t9—g2m 40

0 g2m  Blay) =Ml

dt | d¢ > 1D, t) — Du(z, O)|Pdz | <
t_Z <)

102 Bloy) YM=m—1

o~

xo
(o
=)
d

_ 2
< ce(n,¥) /dt / d,g/ E ”DM(Q? t) S'EM(:E E)H

ti—om  10—glm  Bloy) 7l=m—1

2
1+

D 1D — (DM)qy|PdX
(p) Irl=m—1
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Da (3.7) e (3.8) si deduce allora la maggiorazione dell’'ultimo integrale
della (3.4)

(3.9) Z ”(DQU)B(Gk) " (Dau)Q(Gk)szX <
Qloy) ||=m
R
} 1+¢
< c(m,m,9) E | D7u — (D"'u)Q(Gk)szX
(oy) l=m—1

. { / S D[} gy dt+

tg—oi"; |a|=m

0 0
tk tl:

s ] & ] 3 ol

—_ [t =&
th—op™  tg—oi™  Blow) yl=m—

Dalla (3.4) segue allora, grazie alle (3.5) e (3.9):

D IID%u — (D*wqey|dX <

Qloy) lal=m
9
1+¢
< c(m,n, 9) Y 1D~ (D"wgeylPdX
(op) Il=m=1
&
{ / S 1Df3 oy dt+
t,‘Z~ im' |a|=m
1
|D7u(a: t) — DVu(z, E)H2 I
/ at / [ ¥ m
002 10 g2m  Bloy) MIEm-1
21+ H(n+2m)

da cui, posto g = e facendo uso della A-holderianita di

n+2m — 2719
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DYu(ly| =m — 1) in B(o) x (—a,0), si deduce

q .
/ E HDdu - (D"‘U)Qm)lldX) < c(m, n, 9, \)(misQ(cx)"?

(on) led=m
' i)
> HD”U—(D"U)QszdX) '
(o) hl=m—1 -
t

. { / Z lDau’lﬁ,B(O})dt-‘_

tz_o.z.m |oz|=m
tp g o
| DVu(z, t) — DVu(z, £)||? )
+ / dt / d¢ > Py dz

<
#—g2n 0 gIm  Bloy) I=m—1
g9 _

2(1+9)
< c(m,m, 19,k><miscz<ak>>q1< > (D"} 5505 ao)) :

[vj=m—1

0
tk

: { / > 1D%uf3 poy dt+

10 gom laf=m
k%

/ dt / dg/ |1D"u(z, 1) — DVu(g, g)||2d }:a—"a-)
to—o

t 1+1+19
0 g2m  Blay) hrl=m—1 Bl

e quindi

q
(3.10) (misQ((ox))! / ZHD“U—(D“U)Q(G;»HdX) <

(oy) lol=m
it
¥..12
< c(m,n, 9, ) Z [D uly 5o

[v[=m~—1
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0
tk

. { / Z IDaU@,B(G‘:)dt*‘

tg—of'" |a|='m

0 0
b 7

+ /dt / d¢ Z [|DVu(z,t) — DVu(z, E)Hz }7(—19;,5

lt |1+1+19

0 gm0 g2m  Blay) hFm-1

Dalla (3.10), sommando rispetto a K e facendo variare la partizione
A di B(o) x (—a,0), segue:

i
(3.11) K (D'u) <c(m,n,¥,)) E [un‘]AB(c)x( a,0)
[y|=m~1
1 / S 1Dl pioydt+
Za lof=m
0 0

v faefa [ | T 1Pt - Dlue I, } "

1+
o Za Blo) hlFm—1 [t = ¢

dove

K (D'u) =

_ ' ay 1/a
= {Sgp > " (misQ(ox)' / D% - (D“U)Q(MHCZX) }
k

(op) lal=m

Dalla (3;11), per un noto Lemma di John-Niremberg (cfr. il Teorema
2.1 di [2]), si deduce

D%u € L_ieb(B(a) x (—a,0), RY), Va: lo| =

mis{X € B(o) X (—a,0): HD/u — (D,u)B(g)x(_a’O)” >t} <

! q
< c(m,m, ¥4, N) <—ng—(§2—£—&2> , YVt >0,
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da cui
(3.12) D% € LP(B(0o) x (—a,0), RY), Va:lal=m, Vli<p<yq,
e

0
(3.13) / dt / 3 110" = (D" anPda <

—a B(g‘) Ial—m )

< c(m,n, ¥, X\, p)lmis(B(o) x (—a, 0))]' "¢

. 0
2(1+9) :
5,72 . o, 12
< E (D] 557000 BlOx(—a0) {/ Z | D%ul3 poydt+

Ivf=m~ Iy lel=m

/ it / [ ¥ ”D”é(w t>;|£j+g<x O, }""‘

—a —a B(Q‘) lf”—m 1

Lipotesi ¢ > n+2m
1po 1 —————
P n+2m + 4\

e (3.13) & possibile assumere p = 4, ottenendo le (3.2) e (3.3). ||

assicura che ¢ > 4, pertanto nelle (3.12)

4. Siamo ora in grado di provare il seguente

TEOREMA (4.1). Se u € L*(—T,0, H™(Q, R")) N C°([~T, 0], H™ 1.
(Q,RY)) ¢ una soluzione del sistema (2. 5), soddisfacente la (2.6), se

n+2m
valgono le ipotesi (2.2), (2.3), (2.4), e se esiste ¥ € (m, 1> tale
che
(4.1) D' €H % (—q,0, LX(B(o), RV)),

Vy:lyl=m—1, VB(o)TQ, Va € (0,7),
allora, YB(30) = B(z?,30) S, Vg,b €0,7), a<hb
(4.2) u € L*(—a,0, H™Y(B(c), RV))
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e si ha la seguente maggiorazione:

0

4.3) /ID’UI%’B(G)dt < clu,K,o,b,m,mn)

1+/ ) |f°‘2d,X+/dt / 1D ul|* da

la|<m “b  B@Go)

Dimostrazione. Fissati BBo) = B(z?,30)CQ e a,b € (0,7) con
a < b; il Teorema (2.1) assicura che, per lo stesso valore di ¥ per cui
vale la (4.1), si ha

u € L*(=b,0, H™(B(30), RV)).

u verifica quindi tutte le ipotesi del Teorema (3.1) (10), valgono allora le
(3.2) e (3.3) (*°):

4.4) D% € L*(BB0) x (=b,0), RY), Va : |af =

@.5) / at [ 31D — (D*wngemspllids <
—b 5(30) |ee}=m

< o(m, n, 9, \)[mis(B(30) x (~b, 0>>]1*3-

28
1+

E {Dq“]x BGIR(50) {/ E | D*ul§ paeydt+
1 pyt

0 0

+/dt'/d§ 3 IDu(z, 1) — Dutz, O }m"

It |1+1+l9

"y Zp BBg) HlFm—1

Siano 9Y(x) € _G(‘)”(IR”) e py(t) € C’O(IR), v intero > 2/a, le funzioni
reali soddisfacenti le proprieta (2.3).e (2.4) di [6].

(19 Conbe 30 al posto di a e di o, rispettivamente.
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Procedendo come nella dimostrazione del Teorema 2.II di [6] Sl
ottiene (1)

—1/v

(4.6) /dt / O™ o2 p D' u|fPdz <
“b  BQo)
—1/v
<cu, K,0,b,m,mh?*J 1+ /dt/HD’qudz +
b BB
—1/v
vew, 1) [ at [ PP s vl
' —b  BQ0) '

—1/v

vok) - [ at / U+ 1Dl - |17 -h D27 ),

- .y : o
con ¢ intero positivo < n, h numero reale, |h| < 5

Maggioriamo gli ultimi due integrali che figurano al secondo membro
della (4.6), cominciando dall’ultimo. Si ha, in virtd della (4.4), del Lemma
2.1 di [5], della (3 8) di [4] e di note formule interpolatorie (12), per ogni

e >0

i) Y0 [ dt [ A+ I AP D s <
2 b(3e)
~1/v
gsh‘Z/dt / ,0;2/l'ﬂ,—hD/’(¢2mn,hu)][2dz+
~b B(30)
—1/v
+C(K,£)hzz / dt / PE(| £ + || D'u)Pdz <

< 5 B(3o)

(M) Vedi 1a (2.30) di [6).
(*2) Cfr.: [3], Cap. T oppure [1], Cap. IV.
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—1/v
< c(o, m)e / dt / P2|| D' W*™ 7 w)| [ dz+
—b  B(30) |
+ (K, m,n, e)h? /E |fe)PdX +/dt/|]D’uH4da: <
le}<m ~b BB
—1/v
< (o, m)s/dt'/ $*™ 02|74 D' u||Pdz+
—b  BQo)

+ (K, G,b,m,n,e)h2{1+/ Z '[f“!de+

Q lal<m
0 0
+/dt / |]D’ul|2d:c+/dt/||D’u|l4dm}
—b  BQ3a) —b  BQo) v

da cui, scegliendo convenientemente g, segue la maggiorazione cercata
dell’'ultimo termine del secondo membro della (4.6)

—1/v . :
RS @t [ A1+ 1Dl D s <

<™ = B30

—1/v
g%/dt/ P lenhD’ullzdz‘+

~b B(Q20)

0
+c(u,K a,b,m n)h2{1+/ >0 2dX+/dt / |0 ul[Pdz+
lal<m b B(30)
. |

+/dt /“D’u“"dm}.
—b BQ@Go)
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Risulta poi, facendo ancora uso della (4.4) e per il Lemma 2.1I di [4]:

—1/v

(4.8) /dt/ O*™ 2| D' u| |7 p D'ul[Pdz <
' —b Ba)
i 12,y 1/2

< / dt / 1D ul|*dz / dt / lmaD"ul'dz | <
—b BQo) —b BQ20o)
—1/v 1/2 —1/v

< o(m, mh> / dt / 1D ul|*dz { / @t / 1D ul|*dz+

\ —b B(@3a) —b B(30)
—1/v 12
. / dt / ||D”u||4da:} <
—b B(30)
0

< o(K,o,b,m,n)h? 1+/dt/||D'u||4dx
—~b  B(30)

Mediante le (4.7), (4.8) dalla (4.6) si deduce:

—2/v ‘
/dt/HTmD/uH?‘da:(c(u,K o,b,m n)h2{1+/ E | FoLPd X+
0
+ [ar [ D)
b B@3o)

‘da cui, passando al limite per v — +00 e per un Lemma di Nirenberg
(13), segue che, per ogni « : |a| =

3D; D% € L*(—a,0,L%(B(0),RY)), i=1,2,...,n,

e si ha la maggiorazione (4.3). |

(3) Cfr.: 3] p. 26.
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Osservazione (4.1). I Teoremi (3.1) e (4.1) precisano quanto affermato
nella nota (19) di [6].

Osservazione (4.2). Resta aperto il problema di vedere se il Teorema
(4.1) continua a sussistere senza l'ipotesi (4.1).
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