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STRUCTURE DES Q–F–ALGÈBRES A VÉRIFIANT
Ax = xAx, POUR TOUT x ∈ A

RACHID CHOUKRI - ABDELLAH EL KINANI

We give a complete characterization of Q-F-algebras A which satisfy
Ax = xAx for every x ∈ A.

1. Introduction

Soit A une algèbre unitaire. Un idéal bilatère P de A, distinct de A, est dit
premier si pour tous a,b ∈ A vérifiant aAb ⊂ P, on a a ∈ P ou b ∈ P. Ce qui
équivaut à dire que, pour tous idéaux bilatères I et J de A tel que IJ ⊂ P, on a
I ⊂ P ou J ⊂ P. L’algèbre A est dite noethérienne (à droite) si la famille de ses
idéaux à droites satisfait la condition de la chaine ascendante. On dira que A est
une F-algèbre si elle est munie d’une topologie d’algèbre qui est métrisable et
complète. Une telle algèbre est dite de Fréchet si sa topologie peut être définie
par une famille de semi-normes sous-multiplicatives. Une F-algèbre dont le
groupe des éléments inversibles est ouvert est dite une Q-F-algèbre. Rappelons
enfin qu’un espace topologique séparé non vide (E,τ) est dit de Baire, si pour
chaque suite (An)n de fermés de (E,τ) d’intérieurs vides, la reunion A des An a
un intérieur vide. Dans toute la suite et sauf mention du contraire, les algèbres
considérées sont réelles, H désignera l’algèbre des quaternions réelles et CN
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algèbre noethérienne.
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l’algèbre des suites complexes. On munit CN de la topologie munie topologie
produit. Elle devient ainsi une F-algèbre de Fréchet.

Dans une algèbre de Banach complexe unitaire, C. Le Page ([3]) a considéré
la condition suivante :

Ax = Ax2, pour tout x ∈ A (1)

Il a montré qu’une telle algèbre est semi-simple et commutative. J. Duncan et
A. W. Tullo ([1]) ont montré qu’elle est en fait de dimension finie. Ce sont J.
Esterle et M. Oudadess ([2]) qui ont donné une description complète de toute
algèbre de Banach complexe A vérifiant (1) ; elle est de la forme Cn⊕RadA,
avec n un entier naturel. Dans cette note, nous considérons la condition

Ax = xAx, pour tout x ∈ A (2)

dans un cadre beaucoup plus général. Nous montrons (Théorème 2.1) que, pour
qu’une Q-F-algèbre unitaire A vérifie la condition (2), il faut, et il suffit, que
A soit algèbriquement et topologiquement isomorphe à un produit fini de F-
algèbres qui sont des corps. Comme conséquence, nous obtenons (Corollaire
2.4) qu’une algèbre de Banach réelle unitaire vérifie la condition (2), si, et seule-
ment, si elle est isomorphe à l’algèbre Rr×Cs×Ht , où r, s et t sont des entiers.
Dans le cas non nécessairement Q-algèbre, nous montrons (Théorème 2.7) que
si A est une F-algèbre de Fréchet complexe de dimension infinie et vérifiant (2),
alors elle est algèbriquement et topologiquement isomorphe à l’algèbre CN .

2. Résultats principaux

Il est clair qu’une algèbre, non nécessairement topologique, qui est iso-
morphe à un produit fini de corps vérifie la condition (2). La réciproque, qui
est fausse en général, est vraie dans une grande classe d’algèbres topologiques
comme le montre le théorème suivant.

Théorème 2.1. Soit A une Q-F-algèbre unitaire. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

i) A vérifie la condition (2).

ii) A est algébriquement et topologiquement isomorphe à un produit fini de
F-algèbres qui sont des corps.

Démonstration. L’implication ii) =⇒ i) est claire. Pour la réciproque, nous
avons besoin des lemmes suivants.

Lemma 2.2. Soit A une algèbre unitaire non nécessairement topologique véri-
fiant la condition (2). Alors :
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i) Tout idéal à droite de A, distinct de A, est bilatère. De plus, il est égal à
l’intersection de tous les idéaux à droite maximaux de A le contenant.

ii) A est semi-simple.

iii) Le quotient de A par tout idéal premier est un corps.

Démonstration. i) Soit I un idéal à droite de A, distinct de A. La condition (2)
implique que I est nécessairement bilatère. Montrons la deuxième assertion.
Considérons x ∈ A\I et a ∈ A tel que x = xax. On a x(e− ax) = 0. L’idéal à
droite I +(e−ax)A est distinct de A. Il est donc contenu dans un idéal à droite
maximal M de A. Cet idéal ne peut contenir x. D’où le résultat.
ii) Conséquence immédiate de i).
iii) Soit P un idéal premier et x ∈ A\P. Considérons a ∈ A tel que x = xax. On a
x(e−ax) = 0. Par ailleurs,

xA(e−ax) = x(e−ax)A(e−ax) = {0}.

Il en résulte que e−ax ∈ P.

Lemma 2.3. Soit A une F-algèbre à idéaux à droites fermés. Alors A est noethé-
rienne.

Démonstration. Découle du fait que l’algèbre, qui est métrisable complète, est
un espace de Baire.

Preuve du théorème 2.1. Comme A est une Q-algèbre, tout idéal à droite maxi-
mal de A est fermé. Il en résulte, par i) du Lemme 2.2, que tout idéal à droite
de A est fermé. D’après le Lemme 2.3, A est noethérienne. On va montrer que
tout idéal à droite de A contient un produit fini d’idéaux premiers. Sinon, vu que
A est noethérienne, il existerait un idéal à droite P maximal n’ayant pas la pro-
priété citée ci-dessus. Un tel idéal est nécessairement premier. En effet, soit I et
J deux idéaux bilatères de A tel que IJ ⊂ P. Comme P+ I et P+ J contiennent
P et leur produit est contenu dans P, l’un d’eux doit coincider avec P. Ainsi
I ou J est contenu dans P. D’où la primalité de P, ce qui ne peut être le cas.
Ainsi, en particulier, l’idéal nul contient un produit P1...Pr, où les Pi sont des
idéaux premiers de A deux à deux distincts. Il résulte de iii) du Lemme 2.2, que
le morphisme canonique de

A→ A/P1× ...×A/Pr

induit un isomorphisme de

A/P1∩ ...∩Pr sur A/P1× ...×A/Pr.



60 RACHID CHOUKRI - ABDELLAH EL KINANI

Cet isomorphisme, qui est continu, est bien bicontinu par le théorème de l’ap-
plication ouverte. Par ailleurs, d’après iii) du Lemme 2.2, les Pi sont les seuls
idéaux à droite maximaux de A. Donc, par ii) du même lemme, on a

P1∩ ...∩Pr = {0}.

D’où le résultat.

En utilisant le théorème de Gelfand Mazur, nous obtenons comme consé-
quences, les résultats suivants.

Corollaire 2.4. Pour qu’une algèbre de Banach réelle unitaire A vérifie la
condition (2) il faut, et il suffit, qu’elle soit isomorphe à l’algèbre Rr×Cs×Ht ,
pour certains entiers r, s et t.

Corollaire 2.5. Pour qu’une algèbre de Banach complexe unitaire vérifie la
condition (2) il faut, et il suffit, qu’elle soit isomorphe à l’algèbre Cr, pour un
certain entier r.

Remarque 2.6. Le théorème 2.1 ne reste plus vrai sans la Q-propriété. En effet,
soit A l’algèbre des classes de fonctions complexes mesurables sur l’intervalle
[0,1]. Munie de la topologie de la convergence en mesure, A devient une F-
algèbre. De plus, elle vérifie la condition (2). Mais elle n’est pas isomorphe à
un produit fini d’algèbre qui sont des corps (ce produit est nécessairement une
Q-algèbre). Cependant, dans le cas Fréchet, on a le résultat suivant :

Théorème 2.7. Soit A une F-algèbre complexe de Fréchet et de dimension infi-
nie. Si A vérifie la condition (2), alors A est algébriquement et topologiquement
isomorphe à l’algèbre CN.

Démonstration. Pour la preuve, nous aurons besoin du lemme suivant dont la
preuve ne présente aucune difficulté.

Lemma 2.8. Toute algèbre unitaire normée vérifiant la condition (2) est une
Q-algèbre.

Preuve du théorème 2.7. Soit (|.|n)n∈N une suite croissante de semi-normes
sous-multiplicatives définissant la topologie de A. Alors, pour tout n, la topolo-
gie quotient, sur l’algèbre An = A/ker |.|n, est de Fréchet et plus fine que celle
définie par la norme induite par |.|n . De plus, l’algèbre An vérifie la condi-
tion (2). Donc, par le Lemme 2.8, An est une Q-algèbre. Par le théorème 2.1,
il existe un entier rn tel que An est isomorphe à l’algèbre Crn . D’où, d’après ([4],
Théorème 5.1, p.20), A est la limite projective des An. D’où le résultat.
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